
K�dov�n�

Jan Paseka

��� kv�tna ����



�

�



P�edmluva

Teorie k�dov�n� je interdisciplin�rn� teorie� kter� v sob� spojuje metody a postupy
informatiky� matematiky a spojovac� techniky� Teorie k�dov�n� p�itom st�le v�ce a
v�ce nach�z� bezprost�edn� aplikaci v praxi vlivem nov	ch technologick	ch zm�n�

To� co je na teorii k�dov�n� tak strhuj�c�� je z jedn
 strany t�sn� souvislost teorie
s prax� a ze strany druh
 pak mnohostranost pou��van	ch matematick	ch metod�

�lohou teorie k�dov�n� je tvorba postup a metod� kter
 n�m zajist� bezpe�n	
p�enos zpr�v komunika�n�m syst
mem� Z dvod technick
 realizovatelnosti se zpr�vy
p�evedou nejprve do �ady znak nad n�jakou kone�nou abecedou �nejl
pe nad kone��
n	m t�lesem�� Tato �ada znak se pak rozlo�� do blok pokud mo�no stejn
 d
lky k�
K�dovac� za��zen� n�m pak utvo�� z ka�d
ho bloku d
lky k blok d
lky n�kde n � k�
Redundance z�skan� v p��pad� kdy n � k slou�� pozd�ji k rozpozn�n� a p��padn

oprav� pokud mo�no co nejv�ce p�enosov	ch chyb� P�enos blok d
lky n pomoc� spo�
jovac�ho syst
mu� kter
 reprezentuj� k�dovan
 zpr�vy a kter
 se jako celek ozna�uj�
blokov
 k�dy d
lky n� si lze p�edstavit bu� prostorov� �p�es satelit� telefonem� te�
leviz�� r�diem atd�� nebo tak
 v �ase �CD� gramodeska� magnetofonov� p�ska atd���
Pod�l k�n se naz	v� m�ra informace blokov
ho k�du a reprezentuje mno�stv� energie
pot�ebn
 k p�enosu k�dovan	ch zpr�v�

V ru�en
m spojov
m kan�lu se mohou p�i p�enosu k�dovan	ch zpr�v vyskytnout
chyby dvoj�ho typu� Nejprve je mysliteln
� �e n�kter
 z vys�lan	ch zpr�v nedojdou
vbec k p��jemci nebo �e je p��jemce obdr�� ne�pln
� Druhou mo�nost� je� �e se mohou
vyskytnout rovn�� p�enosov
 chyby� tj� vyslan	 znak � se nap�� p�ijme jako �� v teorii
k�dov�n� se zab	v�me zejm
na s druh	m p��padem�

Pro opravu eventu�ln� se vyskytuj�c�ch se p�enosov	ch chyb jsou rozhoduj�c� dv�
veli�iny�

� m�ra opravitelnosti chyb� kter� n�m ud�v� v ka�d
 k�dovan
 zpr�v� pod�l opra�
viteln	ch chyb� a

� komplexita dek�deru� kter	 m� za �lohu pro p�ijatou k�dovanou zpr�vu zjistit
vyslanou zpr�vu�

Hlavn�m c�lem teorie k�dov�n� je tvorba k�du s pokud mo�no co nejv�t�� m�rou
informace a s co mo�n� nejv�t�� m�rou opravitelnosti chyb p�i sou�asn� co mo�n�
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nejmen�� komplexit� dek�d
ru�
Shannonova v�ta o kapacit� kan�lu n�m zaru�uje existenci blokov	ch k�d s m�rou

informace libovoln� bl�zce pod kapacitou kan�lu� tzn� s m�rou informace� kter� je
tak vysok� jak n�m to pou��van	 kan�l vbec dovol� a s libovoln� velkou m�rou
opravitelnosti chyb� Nekonstruktivn� charakter t
to skute�nosti byl zrodem teorie
k�dov�n��

V mnoha p��padech je v�ak �asov� n�ro�nost pro dek�dov�n� k�du tak velk�� �e
ne�pln
 vyu�it� kapacity kan�lu m� mnohem men�� dle�itost ne� p��li� komplikovan	
dek�dovac� postup� Z tohoto dvodu se v teorii k�dov�n� zkoumaj� zna�n� k�dy s
relativn� jednoduch	m realizovateln	m dek�dovac�m algoritmem�

Pro ur�en� vlastnost� opravuj�c�ch se chyb dan
ho k�du se uk�zala dle�it� do�
date�n� znalost jeho struktury� Proto se v teorii k�dov�n� zkoumaj� blokov
 k�dy
opat�en
 dodate�nou algebraickou strukturou� u kter	ch lze doufat� �e budou m�t v
praxi pou�iteln
 teoretick
 vlastnosti�

Line�rn� k�dy reprezentuj� jistou t��du blokov	ch k�d a jsou opat�eny dodate��
nou algebraickou strukturou � strukturou vektorov
ho prostoru� Pak line�rn� k�d nad
kone�n	m t�lesem K je reprezentov�n jako k�rozm�rn	 podprostor n�rozm�rn
ho vek�
torov
ho prostoru nad K� Strukturu line�rn�ch k�d lze pak analyzovat prost�edky a
metodami line�rn� algebry� K nejzn�m�j��m p��kladm praktick
ho pou�it� line�rn�ch
k�d pat��

� bin�rn� Reed�Mullerovy k�dy � vesm�rn� sonda �Mariner� pou�ila bin�rn� Reed�
Mullerv k�d prvn�ho ��du d
lky �� pro p�enos datov
ho materi�lu fotodoku�
mentace planety Mars� a rovn��

� Reed�Solomonovy k�dy � nap�� se pou��vaj� pro ukl�d�n� opticky k�dovan	ch
zvukov	ch sign�l na CD dva line�rn� k�dy� kter
 byly odvozeny zkr�cen�m
Reed�Solomonova k�du d
lky ��� nad t�lesem GF�����

Tento u�ebn� text je zalo�en na monogra�i �Codes and Cryptography� D� Wel�
she� Z�rove vyu��v� texty �esk	ch autor jako je nap�� �K�dov�n�� Ji��ho Ad�mka�
Text je zp��stupn�n v�em studentm �a u�ivatelm INTERNETu� pomoc� anonym�
n�ho FTP p��stupu na po��ta� ftp�muni�cz� Adres�� !pub!math�muni�cz je jeden z
disk po��ta�e king�math�muni�cz� Tento adres�� obsahuje adres��e lectures� papers�
software� Na po��ta�i v adres��i lectures je z��zen adres�� pro ukl�d�n� materi�lu pro
p�edn��ky!semin��e�
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Kapitola �

Entropie � neur�itost � nejistota

� informace

� Nejistota

Uva�me n�sleduj�c� tvrzen��

A V	sledek b�hu mezi dv�ma si rovn	mi z�vodn�ky je m
n� nejist	 ne� v	sledek
b�hu mezi �esti si rovn	mi z�vodn�ky�

B V	sledek rulety je v�ce nejist	 ne� vrh kostkou�

C V	sledek vrhu ide�ln� kostkou je v�ce nejist	 ne� v	sledek vrhu fale�nou kostkou�

Z�ejm� s v	�e uveden	mi tvrzen�mi lze okam�it� souhlasit� Obt��n
 v�ak bude
de�novat� co je to vlastn� nejistota� Pod�vejme se na dv� rzn
 n�hodn
 veli�iny X
a Y � Nech'

P �X ( �� ( p� P �X ( �� ( �� p�

a
P �Y ( ���� ( p� P �Y ( ���� ( �� p�

p�i�m� � � p � ��
Z�ejm� by n�m de�nice nejistoty m�la zajistit� �e X a Y jsou stejn� nejist
� Tedy

nejistota X a tedy i Y by m�la b	t funkc� pouze pravd�podobnosti p� Tato vlastnost
nejistoty mus� b	t roz�i�iteln� i na n�hodn
 prom�nn
� kter
 nab	vaj� v�ce ne� dvou
hodnot� Tedy�

Nejistota n�hodn
 prom�nn
 Z� kter� nab	v� hodnoty ai s pravd�podobnost�
pi� �� � i � n�� je funkc� pouze pravd�podobnost� p�� � � � � pn�

Proto zna��me takovouto funkci jako H�p�� � � � � pn�� p�i�em� p�edpokl�d�me spl�
n�n� n�sleduj�c�ch p�irozen	ch podm�nek�
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% KAPITOLA �� ENTROPIE � NEUR�ITOST � NEJISTOTA � INFORMACE

�A�� H�p�� � � � � pn� je maxim�ln�� kdy� p� ( p� ( � � �( pn ( ��n�

�A�� Pro ka�dou permutaci � na f�� � � � � ng plat�
H�p�� � � � � pn� ( H�p����� � � � � p��n���

Tedy H je symetrick� funkce sv	ch argument tj� jej� v	sledek nez�vis� na
po�ad��

�A�� H�p�� � � � � pn� � � a rovnost nast�v� pr�v� tehdy� kdy� pi ( � pro n�jak
 i�
Nejistota m� tedy v�dy nez�pornou hodnotu a je nulov� pr�v� tehdy� kdy� je
jak�koliv n�hoda vylou�ena�

�A��
H�p�� � � � � pn� �� ( H�p�� � � � � pn��

Nejistota vrhu �estibokou ide�ln� kostkou je tat�� jako nejistota vrhu sedmi�
bokou kostkou� u kter
 je nemo�n
 aby padla " ale ostatn� p��pady jsou si
rovnocenn
�

�A�
H���n� � � � � ��n� � H���n) �� � � � � ��n) ���

V	sledek b�hu mezi dv�ma z�vodn�ky je m
n� nejist	 ne� v	sledek b�hu mezi
v�ce z�vodn�ky�

�A�� H�p�� � � � � pn� je spojit� funkce sv	ch parametr� Mal
 zm�ny na vstupu daj�
mal
 zm�ny na v	stupu�

�A�� Jsou�li m�n � N� pak

H���m � n� � � � � ��m � n� ( H���m� � � � � ��m� )H���n� � � � � ��n��

Tato podm�nka ��k�� �e nejistota vrhu m � n�strann
 kostky je obsa�ena ve
vrhu m�strann
 kostky n�sledovan� vrhem n�strann
 kostky� a je rovna sou�tu
individu�ln�ch nejistot�

�A�� Nech' p ( p� ) � � � ) pm a q ( q� ) � � � ) qn� pi� qj jsou nezn�m
� Jsou�li p a q
kladn� ��sla� p) q ( �� pak plat�

H�p�� ���� pm� q�� � � � � qn� ( H�p� q�)p �H�p��p� � � � � pm�p�)q �H�q��q� � � � � qn�q��

P�edstavme si� �e m�me n ) m uchaze� na m�sto v konkurzu � z toho je m
mu� a n �en� s pravd�podobnostm� pi� qj v�t�zstv� v konkurzu� Pak nejistota
v	sledku konkurzu je nejistota� �e vyhraje mu� nebo �ena plus v��en	 sou�et�
nejistot v	hry mezi mu�i a �enami�

%



�� NEJISTOTA #

V�ta ��� Bu� H�p�� � � � � pn� funkce de�novan� pro ka�d� p	irozen� 
�slo n a pro
v�echny hodnoty p�� � � � � pn tak� �e pi � � a

nX
i��

pi ( ��

Pokud H spluje axi�my �A����A��� pak plat�

H�p�� p�� � � � � pn� ( ��X
k

pk � log pk� �����

kde � je libovoln� kladn� konstanta a sumuje se p	es v�echna k takov���e pk � ��

D�ukaz� Nech' H spl uje axi�my �A����A%�� De�nujme

��� g�n� ( H���n� � � � � ��n� pro n � N� Z �A"� pak

g�nk� ( g�n� ) g�nk���

a tedy

��� g�nk� ( k � g�n�� Bu� d�le r� s � N� f�g� n � N a m ( m�n� r� s� � N tak� �e

��� rm � sn � rm��� pak dle ��� a monotonie g �dle �A��� m�me

g�rm� � g�sn� � g�rm����

tedy
m � g�r� � n � g�s� � �m) �� � g�r��

Z ��� pak m�me
m � ln�r� � n � ln�s� � �m) �� � ln�r�

a tedy �����g�s�g�r�
� ln�s�

ln�r�

����� � �
n
�

Proto�e n bylo libovolnou p�irozen
 ��slo� je

g�s�
ln�s�

(
g�r�
ln�r�

( A�

kde A je n�jak� konstanta� Tedy

#



�� KAPITOLA �� ENTROPIE � NEUR�ITOST � NEJISTOTA � INFORMACE

��
g�s� ( A � ln�s��

Bu� � � p � � racion�ln�� p ( t�n� t� n � N� Polo�me q ( �n � t��n� Z �A%�
pak

g�n� ( H�
�
n
� � � � �

�
n
� ( H�

t

n
�
n� t

n
� )

t

n
� g�t� ) n� t

n
� g�n� t��

Z ��� pak jednoduchou �pravou

H�
t

n
�
n� t

n
� ( A � � t

n
� � ln t

n
) A � �n� t

n
� � ln n� t

n
�

Zejm
na pak

���
H�p� �� p� ( A � p � ln p) A � ��� p� � ln��� p��

a to pro ka�d
 racion�ln� ��slo p mezi � a �� Ze spojitosti H plat� �$� pro v�echna
� � p � �� Doka�me� �e pro ka�d
 N � N plat�

���

H�p�� � � � � pN� ( A �
NX
i��

pi � ln pi�

p�i�em� pi � � a p�) � � �)pN ( �� a to indukc� podle N � Z �$� v�me� �e �"� plat�
pro N ( �� P�edpokl�dejme� �e �"� plat� pro N a uva�ujme H�p�� � � � � pN����
Polo�me p ( p� ) � � �) pN � q ( pN��� a pou�ijme �A%�� M�me pak

H�p�� � � � � pN��� ( H�p� q� ) p �H�
p�
p
� � � � �

pN
p
� ) q �H���

( A � p � ln p) A � q � ln q ) p � A �
NX
i��

pi
p
ln
pi
p
�

z induk�n�ho p�edpokladu� Uprav�me�li posledn� rovnost na tvar

H�p�� � � � � pN��� ( A � p � ln p) A � pN�� � ln pN�� ) A �
NX
i��

pi � �ln pi � ln p��

a vzpomeneme�li si� �e
PN

i�� pi ( p� obdr��me hledanou rovnost

H�p�� � � � � pN��� ( A �
N��X
i��

pi � ln pi�

Na z�klad� v	�e uveden
 v�ty pak de�nujeme
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�� ENTROPIE A JEJ� VLASTNOSTI ��

De�nice� Bu� X n�hodn� prom�nn� s kone�n	m oborem hodnot s odpov�daj�c�mi
pravd�podobnostmi p�� p�� � � � � pn� Pak de�nujeme nejistotu neboli entropii n�hodn

veli�iny X jako

H�X� ( �X
k

pk � log� pk� �����

kde suma se bere pouze p�es ta k� pro kter� je pk � ��

Pozn�mka ��� Nad�le budeme v�dy �bez �jmy na obecnosti� p	edpokl�dat� �e pro
v�echny 
leny prav� strany ����� jsou pravd�podobnosti pk nenulov��

Pozn�mka ��� Podm�nky �A����A�� odpov�daj� axiom�m pro entropii navr�en�m
Shannonem�

Cvi�en� ���

�� Kter� dostih m� v�t�� entropii� handikap� ve kter�m je sedm �okej�� t	i z nich
vyhraj� s pravd�podobnost� �

�
a 
ty	i z nich s pravd�podobnost� �

�
nebo dostih� v

n�m� mus� b�t v�t�z prod�n za p	edem stanovenou cenu a ve kter�m je � �okej�
s dv�ma koni s pravd�podobnost� v�hry �

	
a �est kon� s pravd�podobnost� v�hry

�
��
�

�� Ov�	te� �e v��e de�novan� funkce entropie spluje podm�nky �A����A���

� Entropie a jej� vlastnosti

*ekli jsme� �e pro n�hodnou prom�nnou X s kone�n	m oborem hodnot a s pravd��
podobnostmi p�� � � � � pn tak� �eX

pi ( � a pi � ��� � i � n��

de�nujeme entropii X jako

H�X� ( �
nX

k��

pk � log� pk�

Analogicky pak pro n�hodn	 vektorX� kter	 nab	v� pouze kone�n� mnoha hodnot
u�� � � � �um� de�mujeme jeho entropii n�hodn
ho velktoru jako

H�X� ( �
mX
k��

p�uk� � log� p�uk�� �����

Je�li nap��klad X ��dimenzion�ln� n�hodn	 vektor� X ( �U� V � s

pij ( P �U ( ai� V ( bj��

��



�� KAPITOLA �� ENTROPIE � NEUR�ITOST � NEJISTOTA � INFORMACE

budeme �asto ps�t
H�X� ( H�U� V � ( �X pij � log� pij�

Zcela obecn�� jsou�li X�� � � � � Xm n�hodn
 prom�nn
 tak� �e ka�d� z nich nab	v�
pouze kone�n� mnoha hodnot� lze pak pova�ovat X ( �X�� � � � � Xm� za n�hodn	
vektor a de�novat souhrnou entropii X�� � � � � Xm jako

H�X�� � � � � Xm� ( H�X� ( � X
�x������xm�

p�x�� � � � � xm� � log� p�x�� � � � � xm�� �����

kde p�x�� � � � � xm� ( P �X� ( x�� X� ( x�� � � � � Xm ( xm�� Snadno se ov���� �e�

H�X� ( � pr�v� tehdy� kdy� X je konstantn�� �����

Horn� hranice pro H je ur�ena n�sleduj�c� v�tou�

V�ta ��� Pro ka�d� p	irozen� 
�slo n m�me

H�p�� � � � � pn� � log� n�

p	i
em� rovnost nast�v� pr�v� tehdy� kdy� p� ( p� ( � � � ( pn ( n���

D�ukaz� Z�ejm�
log� x ( log� e loge x�

Proto�e logaritmus je konvexn� funkce tj� le�� cel� pod te�nou� m�me

loge x � x� ��

p�i�em� rovnost nast�v� pr�v� tehdy� kdy� x ( �� Tedy� je�li �q�� � � � � qn� libovoln

pravd�podobnostn� rozd�len�� pak m�me

loge�qk�pk� � �qk�pk�� ��

s rovnost� pr�v� tehdy� kdy� qk ( pk� Tud���X
pi � loge�qi�pi� �

X
qk �

X
pk ( ��

a z toho pak X
pi � log� qi �

X
pi � log� pi�

Polo��me�li qi ( ��n� obdr��me dosazen�m

H�p�� � � � � pn� ( �X pi � log� pi � log� n�

co� se m�lo dok�zat� Zbytek tvrzen� o rovnosti plyne bezprost�edn� z dkazu�

��



�� ENTROPIE A JEJ� VLASTNOSTI ��

Poznamenejme� �e jsme dok�zali velmi u�ite�nou nerovnost a to�

Lemma ��� Je�li �pi � � � i � n� dan� pravd�podobnostn� rozd�len�� pak minimum
funkce

G�q�� � � � � qn� ( �X pi � log� qi
p	es v�echna pravd�podobnostn� rozd�len� �q�� � � � � qn� nast�v�� pokud qk ( pk �� �
k � n��

V�ta ��� Jsou�li X a Y n�hodn� prom�nn� s kone
n�m oborem hodnot� plat� pak

H�X� Y � � H�X� )H�Y ��

p	i
em� rovnost nast�v� tehdy a jen tehdy� kdy� X a Y jsou nez�visl��

D�ukaz� P�edpokl�dejme� �e

ri ( P �X ( ai� �� � i � m�� sj ( P �Y ( bj� �� � j � n��

tij ( P �X ( ai� Y ( bj� �� � i � m� � � j � n��

Pak

H�X� )H�Y � ( �
�
�X

i

ri � log� ri )
X
j

sj � log� sj
�
A

( �
�
�X

i�j

tij � log� ri )
X
j�i

tij � log� sj
�
A �

proto�e X
j

tij ( ri�
X
i

tij ( sj�

Odtud pak

H�X� )H�Y � ( �X
i�j

tij � log��ri � sj�

� �X
i�j

tij � log��tij� ( H�X� Y �

dle p�edchoz�ho lemmatu� Rovnost nastane pr�v� tehdy� kdy�

ri � sj ( tij�

Ale to je pr�v� podm�nka nez�vislosti X a Y�

��
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Jednoduch	m roz���en�m t
to metody lze dok�zat�

H�X�� � � � � Xn� � H�X�� ) � � �)H�Xn�� ���$�

p�i�em� rovnost nast�v� pr�v� tehdy� kdy� X�� � � � � Xn jsou navz�jem nez�visl
�

H�U�V� � H�U� )H�V� ���"�

pro ka�dou dvojici n�hodn	ch vektor U�V� p�i�em� rovnost nast�v� pr�v� tehdy�
kdy� U a V jsou nez�visl
 n�hodn
 vektory�

Dkazy �je� lze dok�zat p�esn� stejn	m zpsobem jako v�tu ��� z p�edchoz�ho
lemmatu� jsou ponech�ny �ten��i�

Cvi�en	 ���

�� Dv� ide�ln� kostky jsou vr�eny� X ozna
uje hodnotu z�skanou prvn� kostkou�
Y hodnotu z�skanou druhou kostkou� Doka�te� �e H�X� Y � ( H�X� ) H�Y ��
Doka�te� �e je�li Z ( X ) Y � pak

H�Z� � H�X� Y ��

�� Doka�te� �e pro ka�dou n�hodnou prom�nnou X�

H�X�X�� ( H�X��

�� Doka�te� �e pro ka�dou posloupnost n�hodn�ch prom�nn�ch �Xi � � � i ����

H�X�� � � � � Xn� � H�X�� � � � � Xn����

� Podm�n�n� entropie

P�edpokl�dejme� �e X je n�hodn� prom�nn� na pravd�podobnostn�m prostoru + a A
je ud�lost z +� Nab	v��li X kone�n
 mno�iny hodnot fai � � � i � mg� je p�irozen

de�novat podm�n�nou entropii n�hodn
 prom�nn
 X ur�enou ud�lost� A jako

H�XjA� ( �
mX
k��

P �X ( akjA�logP �X ( akjA��

�pln� stejn�� je�li Y jin� n�hodn� prom�nn� nab	vaj�c� hodnot bk �� � k � m��
de�nujeme podm�n�nou entropii n�hodn
 prom�nn
 X ur�enou n�hodnou prom�nnou
Y jako

H�XjY � (X
j

H�XjY ( bj�P �Y ( bj��

��



�� PODM�N	N
 ENTROPIE ��

Pova�ujeme H�XjY � za entropii n�hodn
 prom�nn
 X ur�enou jistou hodnotou
Y zprm�rovanou p�es v�echny hodnoty� jich� m�e Y nab	vat�

Zcela trivi�ln� dsledky de�nic jsou�

H�XjX� ( �� ���%�

H�XjY � ( H�X� jsou�li X a Y nez�visl
� ���#�

P�	klad ��� Bu� X n�hodn� prom�nn� z�skan� vrh�n�m ide�ln� kostky� Bu� d�le
Y jin� n�hodn� prom�nn� ur
en� t�mt�� experimentem� p	i
em� Y se rovn� �� je�li
vr�en� hodnota lich� a � v ostatn�ch p	�padech� Proto�e kostka je ide�ln��

H�X� ( log$� H�Y � ( log��

a

H�XjY � ( log��

Jsou�li U a V n�hodn
 vektory� p�irozen� roz����me de�nici podm�n�n
 entropie
n�sledovn�

H�UjV� (
X
j

H�UjV ( vj�P �V ( vj�� ������

p�i�em� se s��t�� jako obvykle� p�es �kone�n	� obor hodnot vj tak� �e odpov�daj�c�
pravd�podobnost je kladn��

Jako prvn� p��klad� jak	m zpsobem entropie H�UjV� m��� nejistotu o U obsa�
�enou ve V� dok��eme�

H�UjV� ( � pr�v� tehdy� kdy� U ( g�V� pro n�jakou funkci g� ������

D�ukaz� Prav� strana z de�nice podm�n�n
 entropie je sou�et kone�n
ho po�tu nez��
porn	ch veli�in� Tud��� aby byla nulov�� pot�ebujeme H�UjV ( vj� ( � pro v�echna
j� Ale op�t ka�d� z t�chto nez�porn	ch veli�in je nulov� pr�v� tehdy� kdy� U je
jednozna�n� ur�en� V�

Pon�kud v�ce n�m d�v� n�sleduj�c� v	sledek� kter	 matematicky vyjad�uje ideu�
�e na�e de�nice podm�n�n
 entropie X p�i dan
m Y korektn� m��� zb	vaj�c� nejistotu�

V�ta ��� Pro ka�dou dvojici n�hodn�ch prom�nn�ch X a Y � kter� nab�vaj� pouze
kone
n� mno�iny hodnot� plat�

H�X� Y � ( H�Y � )H�XjY ��

��
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D�ukaz� Bez ztr�ty na obecnosti lze p�edpokl�dat� �e X a Y nab	vaj� pouze celo���
seln	ch hodnot a� kde to bude nutn
� �e pij ( P �X ( i� Y ( j�� Nyn�

H�X� Y � ( �X
i

X
j

P �X ( i� Y ( j�logP �X ( i� Y ( j�

( �X
i

X
j

P �X ( i� Y ( j�logP �X ( ijY ( j�P �Y ( j�

( �X
i

X
j

pijlogP �X ( ijY ( j��X
i

X
j

pijlogP �Y ( j�

( �X
i

X
j

P �X ( ijY ( j�P �Y ( j�logP �X ( ijY ( j� )H�Y �

( �X
j

P �Y ( j�
X
i

P �X ( ijY ( j�logP �X ( ijY ( j� )H�Y �

(
X
j

P �Y ( j�H�XjY ( j� )H�Y �

( H�XjY � )H�Y �� co� bylo t�eba dok�zat

V�ta ��� Jsou�li U a V n�hodn� vektory� kter� nab�vaj� pouze kone
n� mno�iny
hodnot� plat�

H�U�V� ( H�V� )H�UjV��

D�ukaz� Proch�z�me dkazem p�edchoz� v�ty� ale nam�sto X a Y nab	vaj�ch pouze
celo��seln	ch hodnot i a j m�me U a V nab	vaj�ch hodnot ui a vj� kde ui a vj jsou
zadan
 vektory�

N�sleduj�c� v	sledek je bezprost�edn� dsledek�

D�usledek ��� Pro ka�dou dvojici X a Y n�hodn�ch vektor� je H�XjY� � H�X� a
rovnost nast�v� pr�v� tehdy� kdy� X a Y jsou nez�visl��

D�ukaz�
H�XjY� ( H�X�Y��H�Y��

Ale H�X�Y� � H�X� )H�Y�� s rovnost� pr�v� tehdy� kdy� X a Y jsou nez�visl
�

Cvi�en	 ��

�� Uka�te� �e pro ka�dou n�hodnou prom�nnou X plat�

H�X�jX� ( ��

ale uve�te p	�klad� �e H�XjX�� nen� v�dy nulov��

�$



�� INFORMACE �"

�� N�hodn� prom�nn� X nab�v� celo
�seln�ch hodnot �� � � � � �N se stejnou prav�
d�podobnost�� N�hodn� prom�nn� Y je de�novan� Y ( �� je�li X sud�� ale
Y ( �� je�li X lich�� Uka�te� �e

H�XjY � ( H�X�� ��

ale �e H�Y jX� ( ��

� Informace

Zd� se� �e R�V�L� Hartley byl v r� �#�% prvn�� kdo se pokusil p�i�adit kvantitativn� m�ru
k pojmu informace� Racion�ln� p���inu za t�mto pokusem m�eme ��ste�n� popsat
n�sledovn��

P�edpokl�dejme� �e E� a E� jsou dv� ud�losti v pravd�podobnostn�m prostoru +
spojen
 jist	m experimentem a p�edpokl�dejme� �e funkce I je na�e m�ra informace�
Maj��li E� a E� pravd�podobnosti p� a p�� pak m�eme argumentovat t�m� �e ka�d�
p�irozen� m�ra obsahu informace by m�la spl ovat

I�p�p�� ( I�p�� ) I�p��

na z�klad� toho� �e� pro dv� nez�visl
 realizace experimentu� informace� pro kterou
v	sledky t�chto experiment dopadnou jako E� n�sledov�no E�� by m�la b	t sou�tem
informac� z�skan	ch proveden�m t�chto experiment zvl��'�

P�ipust�me�li� �e v	�e uveden� rovnost m� jistou platnost� a p�ejeme�li si m�t na�i
m�ru nez�pornou a spojitou v p� co� jsou oba p�irozen
 p�edpoklady� zb	v� n�m s
malou alternativou de�novat informaci I ud�losti E kladn
 pravd�podobnosti jako

I�E� ( �log�P �E��

p�i�em� jsme vybrali � jako z�klad na�ich logaritm� abychom zachovali soulad s
modern� konvenc�� �Hartley pvodn� pou�il logaritmy o z�kladu ���� Plat� toti� n��
sleduj�c� tvrzen�

V�ta ��� Funkce I�p�� de�novan� pro v�echna � � p � �� spluje podm�nky I�p� �
�� pro v�echna � � p � �� I�p � q� ( I�p� ) I�q� pro v�echny � � p� q � � takov�� �e p
a q jsou pravd�podobnosti navz�jem nez�visl�ch jev�� a podm�nku spojitosti vzhledem
k p pr�v� tehdy� kdy� je tvaru

I�p� ( ��log�p�

kde � je kladn� konstanta�

�"
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D�ukaz� Ponech�me za cvi�en� uk�zat� �e ka�d� funkce v	�e uveden
ho tvaru spl uje
v�echny t�i podm�nky�

Abychom dok�zali obr�cen
 tvrzen�� p�ipome me� �e z vlastnosti I�p � q� ( I�p�)
I�q� m�me I�pn� ( nI�p� pro v�echna kladn� p�irozen� ��sla n� Speci�ln� tedy plat�

I�p
�
n � (

�
n
I�p��

Odtud pak m�me

I�p
n
m � ( nI�p

�
m (

n

m
I�p��

tj� plat� I�pq� ( qI�p� pro v�echna kladn� racion�ln� ��sla q� Ze spojitosti umoc ov�n�
a funkce I m�me� �e pro v�echna kladn� re�ln� ��sla r mus� platit

I�pr� ( rI�p��

Bu� nyn� p libovoln
� pevn� zvolen
 ��slo� � � p � �� Proto�e ka�d
 ��slo q� � � q � �
lze ps�t ve tvaru q ( plogpq� m�me pak

I�q� ( I�plogpq� ( I�p�logpq ( I�p�
log�q
log�p

( ��log�q�

pro vhodnou kladnou konstantu � ( � I�p�

log
�
p
� Ze spojitosti funkce I plyne I��� ( ��

P�	klad ��� P	edpokl�dejme� �e m�me zdroj� kter� emituje 	et�zec bin�rn�ch 
�slic
� a �� ka�dou se stejnou pravd�podobnost� a nez�visle pro po sob� jdouc�ch 
�slic�ch�
Bu� E ud�lost� �e prvn�ch n 
�slic jsou st	�dav� nuly a jedni
ky� Pak evidentn�

I�E� ( �log�
�
�n

( n

a tot�� plat� pro ka�dou p	edepsanou posloupnost 
�slic d�lky n�

Tedy ,informa�n��teoretick�, jednotka informace� toti� bit� odpov�d� p�irozen�
vyu�it� slova ,bit,� kter
 znamen� bin�rn� ��slo v sou�asn
 po��ta�ov
 terminologii�

Roz����me pojem informace na to� abychom pokryli n�hodn
 prom�nn
 a vek�
tory n�sledovn�� P�edpokl�dejme� �e U je n�hodn	 vektor� kter	 nab	v� hodnoty
u�� � � � �um� s pravd�podobnostmi p�� � � � � pm� Pak ka�d� z element�rn�ch ud�lost�
U ( uk �� � k � m� obsahuje sdru�enou informaci rovnou �log�P �pk� a pozna�
menejme� �e entropie vektoru U je ur�ena vztahem

H�U� ( �X pklog�P �pk� (
X

pkI�U ( uk��

�%
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tedy H�U� m� p�irozenou interpretaci jako st�edn� hodnota informace sdru�en
 s
element�rn�mi ud�lostmi ur�en	mi U�

Obecn�ji� jsou�li U a V dva n�hodn
 vektory� de�nujeme informaci o U poskyt�
nutou V jako ��slo

I�UjV� ( H�U��H�UjV��

Jinak �e�eno� I�UjV� vyjad�uje mno�stv� nejistoty o U odstran�n
 V�
Z�ejm� plat�� �e

I�UjU� ( H�U��

I�UjV� ( � pr�v� tehdy� kdy� U a V jsou nez�visl
�

D�ukaz� V	sledek plyne bezprost�edn� z d��v�j�� pozn�mky� �e H�U� ( H�UjV�
pr�v� tehdy� kdy� U a V jsou nez�visl
�

Pon�kud udivuj�c� symetrie v I je n�sleduj�c� v	sledek� kter	 z�ejm� nem� intui�
tivn� vysv�tlen��

I�UjV� ( H�U��H�UjV�

( H�U�� -H�U�V��H�V�.

( H�U� )H�V��H�U�V�

( I�VjU��

Cvi�en	 ���

�� Co m� v�t�� informa
n� obsah� posloupnost deseti p�smen nad abecedou o ��
p�smenech nebo posloupnost �� 
�slic z mno�iny f�� �� � � � � #g� � P	edpokl�dejte�
�e v�echny posloupnosti maj� stejnou pravd�podobnost��

�� Ide�ln� kostka je vr�ena� Uka�te� �e informace o hodnot� kostky dan� znalost��
�e se jedn� o neslo�en� 
�slo� m� velikost log�



�
�

� Z�v�r

Shrneme�li p�edchoz� odstavce� uk�zali jsme� �e nejistota a informace jsou tyt
� ve�
li�iny a odstran�n� nejistoty je rovno pod�n� informace� Ob� veli�iny jsou m��iteln

matematick	m pojmem entropie� kter	 je jednozna�n� de�nov�n �a� na multiplika�
tivn� konstantu� veli�inou

H ( ��X pi � log pi�
Konvence si ��d�� aby logaritmy byly br�ny o z�kladu �� v kter
m�to p��pad� je

jednotka entropie bit�

�#
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Probl�my ��� �� Disk�okej m� slovn�k o kapacit� �    slov a pron��� �   slov
n�hodn� �opakov�n� je dovoleno�� Uka�te� �e informa
n� obsah jeho �   slov je
mnohon�sobn� men�� ne� obrazovky televizn�ho p	ij�ma
e o !  	�dc�ch a �  
sloupc�ch� p	i
em� ka�d� pixel nab�v� jednu z �� �rovn� jasu�

�� Jsou�li X a Y diskr�tn� n�hodn� prom�nn�� kter� nab�vaj� pouze kone
n�ho
po
tu hodnot� uka�te� �e

H�X ) Y jX� ( H�Y jX��

Uka�te� �e
H�g�X� Y �jX� ( H�Y jX�

neplat� obecn� pro g � R� � R�

�� Je�li �Xi � � � i � �� posloupnost n�hodn�ch prom�nn�ch a Y je n�jak� jin�
n�hodn� prom�nn�� doka�te� �e

H�X�� � � � � XnjY � � H�X�� � � � � Xn��jY �
pro ka�d� p	irozen� 
�slo n�

"� Statistick� p	ehled �enat�ch dvojic ukazuje� �e # $ mu�� m�lo tmav� vlasy� �!$
�en bylo blond�nek a �e � $ blond�nek si bere tmavovlas� mu�e� Kolik informace
o barv� mu�ov�ch vlas� je sd�leno barvou vlas� jeho �eny�

!� Jsou�li X� Y� Z n�hodn� vektory� p	i
em� ka�d� z nich nab�v� pouze kone
n�
mnoha hodnot� doka�te� �e

H�YjX� )H�ZjX� � H�Y�ZjX��

�� Doka�te� �e pro ka�d� n�hodn� vektor Y a pro ka�dou mno�inu n�hodn�ch pro�
m�nn�ch X�� � � � � Xn�� plat�

H�YjX�� � � � � Xn� � H�YjX�� � � � � Xn����

#� Jsou�li X a Y dv� n�hodn� prom�nn� a f a g jsou libovoln� dv� funkce� doka�te�
�e

H�f�X�� g�Y �� � H�X� Y ��

�� N�hodn� prom�nn� X m� binomi�ln� rozd�len� s parametry n a p a plat�� pro
� � k � n�

P �X ( k� ( �nk� p
kqn�k�

kde � � p � � a q ( �� p�

Doka�te� �e
H�X� � �n�plogp) qlogq��

��



�� Z
V	R ��

%� N�hodn� veli
ina X m� geometrick� rozlo�en� a nab�v� celo
�seln�ch hodnot
k ( �� �� �� � � � s pravd�podobnostmi

pk ( P �X ( k� ( pqk�

kde � � p a p) q ( �� Uka�te� �e roz��	�me�li pojem entropie a de�nujeme�li

H�X� ( ��
�X
k��

pk � log pk�

kdykoliv prav� strana konverguje� pak zejm�na

H�X� ( ��plogp) qlogq��p�

� � Nazv�me dv� n�hodn� prom�nn� X a Y ekvivalentn�� jestli�e H�XjY � ( � a
H�Y jX� ( �� Doka�te� �e jsou�li X a Y ekvivalentn� a Z a Y jsou ekvivalentn��
jsou i Z a X jsou ekvivalentn��

��� De�nujme vzd�lenost mezi dv�ma n�hodn�mi prom�nn�mi X a Y jako

d�X� Y � ( H�XjY � )H�Y jX��

Doka�te� �e pro v�echny t	i n�hodn� prom�nn� X� Y� Z plat�

d�X� Y � ) d�Y� Z� � d�X�Z��

��� P	edpokl�dejte� �e X je n�hodn� prom�nn� nab�vaj�c� hodnot v�� � � � � vn� Uka�te�
�e je�li E�X� ( 	 a X je n�hodn� prom�nn� s maxim�ln� entropi� vzhledem k
t�mto omezen�m� pak

pj ( P �X ( vj� ( Ae��vj �

kde A a 
 jsou konstanty ur
en� vztahy E�X� ( 	 a
P
pj ( ��

Pozn�mka� ho�ej�� p��klad je ilustrac� principu maxim�ln� entropie� jedn� se
o roz���en� Laplaceova principu nedostate�n
 p���iny� tento je �asto u��v�n ve
statistick
 mechanice� vytv��en� obraz a podobn� jako je princip pro vybr�n�
a priori distribuce vzhledem k rzn	m omezen�m� Viz nap�� Guiasu a Shenitzer
��#%���

�e
en� probl�my ��� $� M�me uk�zat� �e

H�XjY�Z� � H�XjY��

��



�� KAPITOLA �� ENTROPIE � NEUR�ITOST � NEJISTOTA � INFORMACE

Ta ale plat� pr�v� tehdy� kdy� H�X�Y�Z��H�Y�Z� � H�XjY� 	
 H�X�ZjY��
H�ZjY� � H�XjY� 	
 H�X�ZjY� � H�XjY� )H�ZjY��

Sta�� tedy ov��it� �e

H�X�ZjY� (
P

jH�X�ZjY ( bj�P �Y ( bj�
� P

jH�XjY ( bj�P �Y ( bj� )
P

jH�ZjY ( bj�P �Y ( bj�
( H�XjY� )H�ZjY��

De�nujme n�hodn	 vektor �X��Z�� p�edpisem

P ��X��Z�� ( �ai� cl�� (
P ��X�Y�Z� ( �ai�bj� cl��

P �Y ( bj�
�

Pak n�hodn
 vektory X� a Z� jsou de�novan
 p�edpisy

P �X� ( ai� (
P ��X�Y� ( �ai�bj��

P �Y ( bj�
a P �Z� ( cl� (

P ��Y�Z� ( �bj� cl��
P �Y ( bj�

�

Pak nutn� H�X��Z�� � H�X��)H�Z��� co� n�m sumac� p�es j d�v� H�X�ZjY� �
H�XjY� )H�ZjY��
��� M�me uk�zat� �e

d�X� Y � ) d�Y� Z� � d�X�Z��

Plat��

d�X� Y � ) d�Y� Z� ( H�XjY � )H�Y jX� )H�Y jZ� )H�ZjY �
( H�X��H�Y � ) �H�Y jX� )H�Y � )H�Z� ) �H�ZjY �
( H�XjZ��H�ZjX� ) �H�Y jX� ) �H�ZjY �
� d�X�Z� ( H�XjZ� )H�ZjX��

To je ale ekvivalentn� s nerovnost�

H�ZjX� � H�ZjY � )H�Y jX��

Jej�m rozeps�n�m obdr��me H�Z�X��H�X� � H�Z� Y ��H�Y �)H�Y�X��H�X��
a tedy H�Z�X� � H�Z� Y ��H�Y � )H�Y�X� ( H�Y� Z� )H�XjY ��

M�me pak

H�Z�X� � H�Z� Y�X� ( H�XjY� Z� )H�Y� Z� � H�XjY � )H�Y� Z��

��



Kapitola �

V�ta o k�dov	n
 bez �umu pro

zdroje bez pam�ti

� Zdroje bez pam�ti

V t
to kapitole dok��eme prvn� a snadn�j�� ze dvou Shannonov	ch hlavn�ch v�t pro
nejjednodu��� t��du zdroj�

Stru�n	 oxfordsk	 slovn�k de�nuje zdroj jako pramen� vrchol z��dla� ze kter
ho
proud� v	stupy� Ve sv
 pln
 obecnosti� je to p�esn� to� co uva�ujeme v teorii informace�
a�koliv typicky pova�ujeme zdroj za proud symbol jist
 kone�n
 abecedy� Zdroj m�
obvykle n�jak	 n�hodn	 mechanismus� kter	 je zalo�en na statistice situace� kter� je
modelovan�� Tento n�hodn	 mechanismus m�e b	t pom�rn� dost komplikovan	� ale
my se budeme pro okam�ik soust�edit na n�sleduj�c� opravdu speci�ln� a jednoduch	
p��klad� Zna���li Xi i�t	 symbol vytvo�en	 zdrojem� dohodneme se pak� �e� pro ka�d	
symbol aj� pravd�podobnost

P �Xi ( aj� ( pj

je nez�visl� na i a tedy je nez�visl� na v�ech minul	ch nebo v budoucnosti vyslan	ch
symbolech� Jinak �e�eno� X�� X�� � � � je pr�v� posloupnost identicky distribuovan	ch�
nez�visl	ch n�hodn	ch veli�in� Takov	to zdroj nazveme zdrojem s nulovou pam�t�
nebo zdrojem bez pam�ti a jeho entropie H je de�nov�na jako

H ( �X pjlogpj

kde s��t�me p�es mno�inu j takov	ch� �e pj � ��

Cvi�en	 ���

�� Je�li S zdroj bez pam�ti s abecedou /� roz
	�en	 ��du n S je zdroj bez pam�ti
S�n� s abecedou /�n� skl�daj�c� se ze v�ech 	et�zc� d�lky n symbol� ze / tak� �e

��



��KAPITOLA �� V	TA O KDOV
N� BEZ �UMU PRO ZDROJE BEZ PAM	TI

pravd�podobnost ka�d�ho 	et�zce � je ur
ena pravd�podobnost�� �e je to 	et�zec
prvn�ch n symbol� vyslan�ch S� Doka�te� �e S�n� m� entropii

H�S�n�� ( nH�S��

� Pre	xov
 a jednozna�n� dek�dovateln
 k�dy

Hlavn� probl
m �e�en	 v t
to kapitole je n�sleduj�c�� P�edpokl�dejme� �e m�me zdroj
bez pam�ti S� kter	 vys�l� symboly z abecedy W ( fw�� � � � � wng s pravd�podobnost�
mi fp�� � � � � png� Z pedagogick	ch dvod budeme prvky W naz	vat zdrojov� slova
a pt�t se na n�sleduj�c� ot�zku� Je�li / abeceda D symbol� jak m�eme zak�dovat
zdrojov� slova wi pomoc� symbol z /� abychom dostali co mo�n� nejekonomi�t�j��
zak�dov�n�0

P�	klad ��� P	edpokl�dejme� �e zdroj S vys�l� 
ty	i zdrojov� slova a� b� c� d s prav�
d�podobnostmi

pa ( ��#� pb ( ����� pc ( pd ( ������

Srovn�me�li pak zak�dov�n�

a� �� b� ���� c� ���� d� ����

a

a� ��� b� ��� c� ��� d� ���

je evidentn� pr�m�rn� d�lka zak�dovan�ho zdroje ��� v prvn�m k�du a � v druh�m
k�du�

Form�ln�ji� k�dov�n� nebo k�d je zobrazen� f z fw�� � � � � wng do /�� kde /�

ozna�uje soubor kone�n	ch �et�zc symbol z /� Zpr�va je ka�d	 kone�n	 �et�zec
zdrojov	ch slov a� je�li

m ( wi� � � � wik

a je�li f k�dov�n�� pak roz��	en� f kW � je de�nov�no obvykl	m zpsobem pomoc�
z�et�zen�

f�m� ( f�wi�� � � � f�wik��

K�dov�n� f je jednozna
n� dek�dovateln�� jestli�e ka�d	 kone�n	 �et�zec z /� je
obraz nejv	�e jedn
 zpr�vy� *et�zce f�wi� se naz	vaj� k�dov� slova a p�irozen� ��sla

��



�� PREFIXOV� A JEDNOZNA�N	 DEKDOVATELN� KDY ��

jf�wi�j jsou slovn� d�lky k�dov�n� f� Pr�m�rn� d�lka hfi k�dov�n� f je de�novan�
jako

hfi (
mX
i��

pijf�wi�j�

K�dov�n� f se naz	v� bezprost	edn� dek�dovateln� nebo pre�xov�� jestli�e neexi�
stuj� rzn
 wi a wj tak� �e f�wi� je pre�x f�wj�� Zde pou��v�me� jak lze o�ek�vat�
pre�x v obvykl
m smyslu� �e pokud x� y � /�� pak x je pre�x y� jestli�e existuje
z � /� tak� �e xz ( z�

Pre�xov� k�dov�n� jsou jednozna�n� dek�dovateln�� Skute�n�� maj� siln�j�� vlast�
nost� �e pre�xov	 k�d m�e b	t dek�dov�n 1on line2 bez pohledu do budoucnosti�

P�	klad ��� P�edpokl�dejme� �e / ( f�� �g a m�me �ty�i zdrojov� slova w�� ��� w	�
Pre�xov
 k�dov�n� je

f�w�� ( �� f�w�� ( ��� f�w
� ( ���� f�w	� ( �����

Nap��klad zpr�vu �������������� lze dek�dovat jako w�w
w�w�w�w�w�w�� �Toto je
p��klad toho� co je zn�mo jako 
�rkov� k�dov�n�� proto�e evidentn� pou��v�me nulu�
abychom signalizovali konec slova��

Ne ka�d
 jednozna�n� dek�dovateln
 k�dov�n� je pre�xov
�

P�	klad ��� P�edpokl�dejme� �e W ( fw�� w�g�/ ( f�� �g a k�dov�n� g je de�no�
v�no jako

g�w�� ( �� g�w�� ( ���
Toto k�dov�n� nen� evidentn� pre�xov
� ale lze snadno ov��it� �e je jednozna�n�

dek�dovateln
� pokud budeme postupovat zp�t z konce zpr�vy�
Je z�ejm
� �e jednozna�n� dek�dovateln� k�dov�n� jsou o mnoho obt��n�j�� pojem�

ne� pre�xov� k�dov�n�� P�ekvapiv� uk��eme� �e m�eme omezit pozornost na pre��
xov� k�dov�n� v na�em hled�n� jednozna�n� dek�dovateln	ch k�dov�n�� kter� maj�
minim�ln� prm�rnou d
lku�

Pozn�mka ��� A
koliv jsme de�novali k�dov�n� jako zobrazen�� 
asto ho identi�ku�
jeme se souborem C k�dov�ch slov�

Cvi�en	 ��

�� Uka�te� �e pro ka�d� p	irozen� 
�slo m existuje pre�xov� k�dov�n� nad f�� �g�
kter� m� slova v�ech d�lek v mno�in� f�� � � � � mg�

��
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� Kraftova a McMillanova nerovnosti

V tomto odstavci dok��eme dv� z�kladn� nerovnosti� kter
 ospravedl uj� na�i d��v�j��
pozn�mku� �e m�eme v podstat� zapomenout na pojem jednozna�n
 dek�dovatel�
nosti a omezit pozornost na pre�xov� k�dov�n��

Nejd��ve vyslovme nerovnosti�

KRAFTOVA NEROVNOST

Je�li / abeceda mohutnosti D a W obsahuje N slov� pak nutn� a dostate�n�
podm�nka� �e existuje pre�xov
 k�dov�n� f � W � /� se slovn�mi d
lkami l�� � � � � lN
je� �e plat�

NX
i��

D�li � �� �����

McMILLANOVA NEROVNOST

Je�li / abeceda mohutnosti D a W obsahuje N slov� pak nutn� a dostate�n�
podm�nka� �e existuje jednozna�n� dek�dovateln
 k�dov�n� f � W � /� se slovn�mi
d
lkami l�� � � � � lN je� �e plat� ������

Kombinac� t�chto dvou nerovnost� dostaneme�

V�ta ��� Jednozna
n� dek�dovateln� k�dov�n� s p	edepsanou d�lkou slov existuje
pr�v� tehdy� kdy� existuje pre�xov� k�d se stejnou d�lkou slov�

D�KAZ KRAFTOVY NEROVNOSTI

P�edpokl�dejme� �e mno�ina fl�� � � � � lNg spl uje
NX
i��

D�li � ��

P�epi�me nerovnost do tvaru

lX
j��

njD
�j � ��

kde nj je po�et li rovn	ch j a l ( maxli�
P�epi�me tuto nerovnost op�t do tvaru

nl � Dl � n�D
l�� � � � �� nl��D� �����

Proto�e nj jsou v�echna nez�porn�� postupn� dostaneme z ����� nerovnosti

�$



�� KRAFTOVA A MCMILLANOVA NEROVNOSTI �"

nl�� � Dl�� � n�D
l�� � � � �� nl��D�

nl�� � Dl�� � n�D
l�
 � � � �� nl�
D�

n
 � D
 � n�D
� � � � �� n�D� �����

n� � D� � n�D�

n� � D�

Tyto nerovnosti jsou kl�� ke konstrukci k�dov�n� s danou d
lkou slov�
Nejd��ve vyberme n� slov d
lky �� p�i�em� pou�ijeme rzn� p�smena z /� Zb	v�

n�m D�n� nepou�it	ch symbol a m�eme vytvo�it �D�n��D slov d
lky � p�id�n�m
p�smena ke ka�d
mu z t�chto symbol�

Vyberme na�ich n� d
lky � libovoln� z t�chto slov a zb	v� n�m pak D��n�D�n�
pre�x d
lky ��

Tyto lze u��t pro vytvo�en� �D� � n�D � n��D slov d
lky �� ze kter	ch m�eme
vybrat n
 libovoln� atd� Pokra�ujeme�li t�mto zpsobem� poka�d
 je zachov�na vlast�
nost� �e ��dn
 slovo nen� pre�xem jin
ho�

V ka�d
m p��pad� zjist�me� �e nerovnosti ����� n�m dovol� prov
st tento v	b�r�
Tedy skon��me s pre�xov	m k�dov�n�m s p�edepsanou d
lkami k�dov�n��

Dok�zali jsme� �e numerick� podm�nka ����� je dostate�n� pro existenci pre��
xov
ho k�dov�n�� A�koliv Kraft rovn�� dok�zal i nutnost podm�nky ������ jedn� se
o bezprost�edn� dsledek McMillanovy nerovnosti� kterou v dal��m dok��eme� Po�
dan	 dkaz je o mnoho jednodu���� ne� McMillanv pvodn� dkaz a pat�� Karushovi
��#$���

D�KAZ McMILLANOVY NEROVNOSTI

P�edpokl�dejme� �e m�me jednozna�n� dek�dovateln
 k�dov�n� C s d
lkami slov
l�� � � � � lN �

Pokud l ( maxli� pak� pro ka�d
 kladn
 cel
 ��slo r� m�me

�
D�l� ) � � �)D�lN

�r
(

rlX
i��

biD
�i� �����

kde bi je nez�porn
 cel
 ��slo� Ale cel� ��sla bi jsou pr�v� po�et mo�nost�� kolika
zpsoby lze �et�zec d
lky i z symbol abecedy / utvo�it konkatenac� r slov z d
lek
vybran	ch z mno�iny fl�� � � � � lNg�

Jeliko� je k�dov�n� C jednozna�n� dek�dovateln
� ka�d	 �et�zec d
lky i tvo�en	
z k�dov	ch slov mus� odpov�dat nejv	�e jedn
 posloupnosti k�dov	ch slov� Mus�me
tedy m�t

�"
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bi � Di �� � i � rl��

Dosad�me�li do ������ obdr��me

�
D�l� ) � � �)D�lN

�r � lr�

Proto

lX
j��

njD
�j � l��rr��r�

a proto�e r bylo libovoln
 kladn
 cel
 ��slo� dost�v�me limitn�m p�echodem r��
na prav
 stran� McMillanovu nerovnost�

Cvi�en	 ���

�� Jak� je maxim�ln� po
et slov bin�rn�ho pre�xov�ho k�dov�n�� ve kter�m je ma�
xim�ln� d�lka slova #�

� V�ta o k�dov�n� bez umu pro zdroje bez pam�ti

Uva�ujme nyn� n�sleduj�c� situaci� M�jme zdroj S bez pam�ti� kter	 vys�l� slova
w�� � � � � wm s pravd�podobnostmi p�� � � � � pm� ka�d
 vyslan
 slovo je vybr�no nez�visle
na v�ech jin	ch slovech� N�� probl
m je� je�li d�n takov	to zdroj spole�n� s abecedou
/� najd�te jednozna�n� dek�dovateln
 k�dov�n�� je� m� minim�ln� prm�rnou d
lku
slov� Takov
to k�dov�n� naz	v�me kompaktn��

Heuristick	 p��stup k tomuto probl
mu by mohl b	t n�sleduj�c�� Zdroj S m� ent�
ropii

H ( �X pilogpi�

Maxim�ln� entropie v abeced� o D p�smenech je logD� Tedy po�et symbol abe�
cedy pot�ebn	 v prm�ru na zak�dov�n� slova ze zdroje by m�l b	t asi H�logD�

Tuto hrubou ideu nyn� zprecizujeme�

V�ta ��� M��li zdroj bez pam�ti entropii H� pak ka�d� jednozna
n� dek�dovateln�
k�dov�n� pro tento zdroj v abeced� o D symbolech mus� m�t d�lku alespo H�logD�
Nav�c existuje takov� jednozna
n� dek�dovateln� k�dov�n�� kter� m� pr�m�rnou d�lku
slov men�� nebo rovnu � )H�logD�

�%



�� V	TA O KDOV
N� BEZ �UMU PRO ZDROJE BEZ PAM	TI �#

D�ukaz� P�edpokl�dejme� �e m�me jednozna�n� dek�dovateln
 k�dov�n� C s d
lkami
slov l�� � � � � lN � P�edpokl�dejme d�le� �e pravd�podobnosti emitovan	ch slov odpov��
daj�c�ch t�mto d
lk�m jsou p�� � � � � pm� Tedy

H ( �X pilogpi

a prm�rn� d
lka k�dov�n� C je d�na

l�C� (
X

pili�

Z Kraft�McMillanovy nerovnosti v�me� �e

G (
lX

j��

njD
�j � ��

De�nujme qi �� � i � N� jako

qi ( D�li�G�

tedy je �q�� � � � � qN� pravd�podobnostn� rozd�len�� Aplikujme lemma ����� a obdr�
��me

H ( �X pilogpi � �X pilogqi�

Ale

logqi ( �lilogD � logG�

Tedy
H �

�X
pili

�
logD )

�X
pi
�
logG�

Ale G � � z Kraft�McMillanovy nerovnosti a tedy� jak je po�adov�no�

H � l �C� logD�

Abychom dok�zali horn� hranici� vybereme na�e d
lky slov l�� � � � � lN podle pravi�
dla� �e pro v�echna i je d
lka li minim�ln� p�irozen
 ��slo spl uj�c�

p��i � Dli� �����

Ale� proto�e p� ) � � �) pN ( �� toto implikuje

NX
i��

D�li � ��

tedy v�me� �e existuje jednozna�n� dek�dovateln
 �ve skute�nosti pre�xov
� k�dov�n�
s t�mito slovn�mi d
lkami�

�#
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Ale� proto�e ��� je ekvivalentn� s

lilogD � �logpi
a li je minim�ln� vzhledem k t
to vlastnosti� v�me� �e

li � �� logpi�logD�

V�me tedy� �e

l�C� (
X

pili � � )H�logD�

Cvi�en	 ���

�� Zak�dujeme�li n stejn� pravd�podobn�ch slov nad bin�rn� abecedou� v�ta o k��
dov�n� bez �umu tvrd�� �e pr�m�rn� d�lka slova l�C� ka�d�ho kompaktn�ho jed�
nozna
n� dek�dovateln�ho k�dov�n� spluje

log�n � l�C��

pro kter� hodnoty n plat� rovnost�

�� Srovnejme hranice v�ty o k�dov�n� bez �umu s d�lkou kompaktn�ho zak�dov�n�
�k � � stejn� pravd�podobn�ch slov nad f�� �g�

� Konstruov�n� kompaktn�ch k�dov�n�

P�edpokl�dejme� �e m�me d�n zdroj S bez pam�ti ze slov w�� � � � � wN s pravd�podob�
nostmi p�� � � � � pN a �e si p�ejeme naj�t kompaktn� k�dov�n� C pro S nad abecedou
/� Z v�ty o k�dov�n� bez �umu v�me� �e prm�rn� d
lka mus� spl ovat ohrani�en�

H�logD � l�C� � � )H�logD� ���$�

ale snadno se vid�� �e doln� hranice lze dos�hnout pouze� kdy� pi jsou jist
 celo��seln

mocniny D� Z Kraft�McMillanovy nerovnosti m�me�
Jestli�e existuje kompaktn� jednozna
n� dek�dovateln� k�dov�n� o pr�m�rn� d�lce l�
pak existuje kompaktn� pre�xov� k�dov�n� o pr�m�rn� d�lce l�

M�eme se tedy omezit na pre�xov� k�dov�n�� Nyn� pop��eme metodu navrhnu�
tou Hu3manem v roce �#�� pro konstruov�n� kompaktn�hu pre�xov
ho k�dov�n� pro
v	�e uveden	 zdroj S v p��pad�� �e / je bin�rn� abeceda� Nejprve dok��eme n�kter

vlastnosti kompaktn�ho pre�xov
ho k�dov�n� C nad / ( f�� �g� Budeme u��vat l�w�
k ozna�en� d
lky slova w v C�

��
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Lemma �� Kompaktn� k�dov�n� pro zdroj s pr�v� dv�ma slovy w� a w� je

w� � �� w� � ��

D�ukaz� Z�ejm
�

Lemma �� Je�li C pre�xov� a kompaktn� k�dov�n� a pi � pj� pak l�wi� � l�wj��

D�ukaz� Pokud tomu tak nen�� vytvo�me nov	 k�d C � z C z�m�nou zak�dov�n� wi a
wj� Pak prm�rn� d
lka je zmen�ena a st�le m�me pre�xov
 k�dov�n��

Lemma �� Je�li C pre�xov� a kompaktn� k�dov�n�� pak mezi v�emi k�dov�mi slovy
v C maxim�ln� d�lky mus� existovat alespo dv� li��c� se pouze v posledn� 
�slici�

D�ukaz� P�edpokl�dejme� �e tomu tak nen�� pak m�eme odebrat posledn� ��slici z
t�chto v�ech k�dov	ch slov maxim�ln� d
lky a st�le m�me pre�xov
 k�dov�n�� co� je
spor s kompaktnost� C�

HUFFMAN�UV K�DOVAC� ALGORITMUS

Beze ztr�ty obecnosti m�eme p�edpokl�dat� �e zdroj S m� svj syst
m zdrojo�
v	ch slov fw�� � � � � wNg uspo��dan	ch tak� �e pravd�podobnosti pi vysl�n� wi spl uj�

p� � p� � � � � � pN �

Hu3manova procedura konstruuje rekurzivn� posloupnost zdroj S�� S�� � � � � SN��
tak� �e S� ( S a Sk je z�sk�no z Sk�� ztoto�n�n�m dvou nejm
n� pravd�podobn	ch
symbol z Sk�� s jedin	m symbolem � z Sk� Pravd�podobnost� �e symbol � je vysl�n
z Sk je br�na jako sou�et pravd�podobnost� jeho dvou vytv��ej�c�ch symbol v Sk���

Tedy S� je z�sk�n z S� ztoto�n�n�m wN a wN�� do jednoho symbolu wN�� vysky�
tuj�c�ho se s pravd�podobnost� pN)pN��� V ka�d
m stavu m�me zdroj s o jeden m
n�
symboly� a� po N � � takov	ch redukc�ch dosp�jeme k zdroji SN��� kter	 m� pouze
dva symboly� P�echod mezi Sj�� a Sj lze nejl
pe vid�t na n�sleduj�c�m obr�zku�

��
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Zak�dov�n� Pravd�podobnost Slovo Slovo Pravd�podobnost Zak�dov�n�
�� q� v� u� q� ��
�� q� v� u� q� ��

�k�� qk�� vk�� uk�� qk�� �k��
�k�� qk vk uk qt ) qt�� �k
�k�� qk�� vk�� uk�� qk �k��

�t qt�� vt��
��k� �� qt vt ut qt�� �t
��k� �� qt�� vt��

Sj�� Sj
Je�li d�no zak�dov�n� ��� � � � � �t zdroje Sj� Hu3manova procedura pro nalezen�

zak�dov�n� zdroje Sj�� je n�sleduj�c� velmi snadn
 pravidlo�
P�edpokl�dejme pravd�podobnosti q� � q� � � � � � qt�� slov z Sj�� jsou takov
�

�e slovo vytvo�en
 z vt a vt�� je slovo uk z Sj� Pak by Hu3manovo zak�dov�n� Sj��
m�lo b	t� jak je uk�z�no v lev
m sloupci p�edchoz� tabulky� Form�ln�� m�lo by b	t
zad�no pravidlem

vi � �i �� � i � k � ��� vi � �i�� �k � i � t� ���

vt � ��k� ��� vt�� � ��k� ���

Zp�tn	m zpracov�n�m nastartujeme na�i zak�dovac� proceduru zak�dov�n�m dvou
slov z SN�� s dv�ma k�dov	mi slovy � a �� pak SN�
 bude m�t t�i k�dov� slova atd� a
budeme pokra�ovat ve v	�e uveden
 procedu�e� a� dos�hneme Hu3manova k�du pro
S ( S��

Budeme ilustrovat tuto metodu na skute�n� mal
m p��klad��

P�	klad �� P	edpokl�dejme� �e S je zdroj s p�ti zdrojov�mi slovy a pravd�podob�
nostmi �viz n��e�� Pak v�voj Hu&manova zak�dov�n� lze pova�ovat za proch�zen� �ipek
dop	edu a pak zak�dov�n� zp�tky�

W P C W P C W P C W P C
w�  �! � v�  �! � u�  �! � x�  �!  
w�  ��  � v�  ��  � u�  ��   x�  �! �
w
  ��!   � v
  ��!    u
  ��  �
w	  ��     v	  ��!   �
w�  � !    �

W� slovo� P� pravd�podobnost C� k�dov�n�
V�sledn� zak�dov�n�

��
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w� � �� w� � ��� w
 � ���� w	 � ����� w� � ����

m� pr�m�rnou d�lku ��%! na zdrojov� slovo�

Pozn�mka � Minim�ln� dvakr�t v horn�m p	�kladu jsme schopni prov�st v�b�r�
proto�e dv� slova maj� stejn� pravd�podobnosti� Pokud tento p	�pad nastane� dosta�
neme r�zn� zak�dov�n��

D�UKAZ� �E HUFFMAN�UV ALGORITMUS JE KOREKTN�

Z lemmatu � v�me� �e zak�dov�n� SN�� dv�ma symboly � a � je optim�ln�� Dkaz
bude tedy �pln	� jestli�e budeme schopni dok�zat� �e kompaktnost je zachov�v�na p�i
p�echodu ze zdroje Sj ke zdroji Sj���

P�edpokl�dejme tedy� �e Sj je kompaktn� zak�dov�n a �e l�� � � � � lt jsou d
lky slov
��� � � � � �t� ale �e Hu3manovo zak�dov�n� Cj�� zdroje Sj�� nen� kompaktn�� Existuje
tedy pre�xov
 kompaktn� k�dov�n� C zdroje Sj�� tak� �e

l�C� � l�Cj����

Dle lemmatu � m�eme p�euspo��dat k�dov� slova k�dov�n� C maxim�ln� d
lky
tak� �e m��li C k�dov� slova v��� � � � � v

�
t�� s d
lkami l��� � � � � l�t��� pak l�� � l�� � � � �

l�t�� a v�t ( ��� ��� v�t�� ( ��� ��� kde � je n�jak
 k�dov
 slovo z /��
Nech' k�dov�n� C � zdroje Sj sest�v� ze slov

v��� v
�
�� � � � � v

�
k��� �� v

�
k� � � � � v

�
t���

pak C � je pre�xov
 zak�dov�n� zdroje Sj a m� prm�rnou d
lku

l�C �� ( p�l
�
� ) � � �) pk��l

�
k�� ) p�kj�j))pkl�k ) pk��l

�
k�� ) � � �) ptl

�
t�� (

( l�C�� p�k�

P�esn�ji p�k ( pt ) pt��� l�t ( l�t��� j�j ( l�t � � ( l�t�� � � a proto

l�C �� ( l�C��j�jp�k)l�tpt)l�t��pt�� ( l�C��j�jp�k)l�tp�k ( l�C��p�k�l�t�j�j� ( l�C��p�k�
Ale z�rove 

l�Cj� ( l�Cj���� j�jp�k ) l�tpt ) l�t��pt�� ( l�Cj���� p�k�

Tud��� jestli�e l�C� � l�Cj���� pak

l�C �� � l�Cj��

co� je spor s kompaktnost� Cj�

��
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HUFFMANOVA K�DOV�N� NAD NEBIN�RN�MI ABECEDAMI

P�edpokl�dejme� �e pracujeme nam�sto s bin�rn� abecedou f�� �g s abecedou / o
r symbolech�

Budeme postupovat stejn	m zpsobem� Stejn� jako v bin�rn�m p��pad�� za�n�me
s S ( S� �pvodn� zdroj� a budeme konstruovat posloupnost zdroj S�� S�� � � � � St a�
skon��me u zdroje St obsahuj�c�m pr�v� r symbol� Tento zdroj m� kompaktn� zak��
dov�n� �jednodu�e m�me bijekci mezi St a abecedou /�� Mus�me aplikovat n�sleduj�c�
dva body�

�� Jak budem konstruovat Sj�� z Sj� ztoto�n�me ne �� ale r nejm
n� pravd�podob�
n	ch symbol z Sj do jednoho symbolu z Sj��� Tedy Sj�� m� o r � � symbol
m
n� ne� Sj�

�� Budeme pot�ebovat pro z�v�re�n	 zdroj St� abychom m�li pr�v� r symbol�
Abychom toho dos�hli� je nutno za��t se zdrojem S s pr�v� r) t�r��� symboly�
Proto�e obecn� je m�lo pravd�podobn
� �e S bude m�t pr�v� tento po�et slov�
um�le p�id�me k S mno�inu S �� kter� bude disjunktn� s S� a slova v n� obsa�en�
budou m�t nulovou pravd�podobnost� Pak klademe S� ( S � S � a m�me jS �j (
r ) t�r � ��� jSj�

Cvi�en	 ��

�� Jak� je pr�m�rn� d�lka slova kompaktn�ho k�dov�n� nad f�� �g� jestli�e m�me
! stejn� pravd�podobn�ch zdrojov�ch slov�

�� Najd�te kompaktn� k�dov�n� nad f�� �g pro zdroj vys�laj�c� slova w�� � � � � w� s
pravd�podobnostmi

P �w�� (
�
�
� P �w�� (

�
�
� P �w
� (

�
$
� P �w	� ( P �w�� ( P �w�� (

�
��

a porovnejte jejich pr�m�rnou d�lku s horn� a doln� hranic� dle v�ty o k�dov�n�
bez �umu pro zdroje bez pam�ti�

�� Najd�te kompaktn� k�dov�n� nad f�� �� �g pro zdroj z p	edchoz�ho p	�kladu�

Probl�my ��� �� Ve h	e na �achovnici m� jeden z hr�
� �A� uh�dnout� kam jeho
protivn�k um�stil kr�lovnu� Hr�
i A je povoleno �est ot�zek� kter� mus� b�t prav�
div� zodpov�zeny odpov�d� ano'ne� Doka�te� �e existuje strategie� p	i kter� m��e
hr�
 A v�dy vyhr�t tuto hru� ale �e nelze zajistit v�hru� pokud m� povoleno pouze
p�t ot�zek�

�� Je�li hra z p	edchoz�ho p	�kladu hran� na �achovnici o rozm�rech n � n� kolik
ot�zek pot	ebuje hr�
 A� aby bezpe
n� vyhr�l�

��
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�� Najd�te pr�m�rnou d�lku optim�ln�ho �kompaktn�ho� jednozna
n� dek�dovatel�
n�ho bin�rn�ho k�du pro zdroj bez pam�ti� kter� vys�l� �est slov s pravd�podob�
nostmi

����� ����� ����� ����� ����� �����

Analyzov�n�m Hu&manova algoritmu uka�me� �e zdroj bez pam�ti vys�l� N slov
a jestli�e l�� � � � � lN jsou d�lky k�dov�ch slov je optim�ln� k�dov�n� nad bin�rn�
abecedou� pak l� ) � � �) lN � �

�
�N� )N � ���

"� M�te k dispozici rovnov��nou v�hu a dev�t zd�nliv� identick�ch minc�� Bylo
V�m sd�leno� �e jedna mince je r�zn� od zb�vaj�c�ch stejn�ch minc�� M�te za
�kol naj�t� o kterou minci se jedn� a zda je t���� nebo leh
�� Navrhn�te strategii o
nejv��e � v��en�ch pro 	e�en� tohoto probl�mu� Abychom obecn� vy	e�ili tent��
probl�m pro n minc� v k v��en�ch� je nutno� aby platilo� �e k log � � log �n�
Doka�te�

!� V Hu&manov� algoritmu pro bin�rn� abecedu aplikovan�m na N zdrojov�ch slov
jsou d�lky slov pro kone
n� optim�ln� zak�dov�n� l�� � � � � lN � Doka�te� �e

l� ) � � �) lN � N log�N�

�� M�jme dva hr�
e� hr�
e A a hr�
e B� Tito hr�
i hraj� hru s n�hodnou kostkou�
kter� m� n stran a nab�v� hodnot �� � � � � n s pravd�podobnostmi p�� p�� � � � � pn�

Hr�
 B vrh� kostkou za z�v�sem a hr�
 A m� zjistit hodnotu po vr�en� kostky
co mo�n� nejrychleji� Hr�
 A se m��e pt�t hr�
e B a ten mu mus� pravdiv�
odpov�dat bu� ano nebo ne� Uka�te� �e pr�m�rn� po
et ot�zek pro �sp��nou
strategii hr�
e A mus� b�t alespo entropie H ( �P pjlogpj�

#� Uka�te� �e optim�ln� zak�dov�n� zdroje s N stejn� pravd�podobn�mi zdrojov�mi
slovy v abeced� o D p�smenech� je

maxf�Dr�� �N � b���D � ��� Ng

slov d�lky r� kde b je ur
eno vztahem

N ) b ( D ) k�D � ��� � � b � D � ��

a r je nejv�t�� p	irozen� 
�slo tak� �e

Dr � N ) b�

�� Doka�te� �e n�sleduj�c� metoda n�m d�v� jednozna
n� dek�dovateln� k�d pro
zdro S�

��
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P	edpokl�dejme� �e S m� N zdrojov�ch slov s�� s�� � � � � sN a pi je pravd�podob�
nost� �e je vysl�no slovo si� p	i
em� plat� pi � pi��� Nech( nav�c

a� ( �� a� ( p�� a
 ( p� ) p�� � � � � aN ( p� ) p� ) � � �) pN���

Nech( mi �� � i � N� je de�nov�no jako nejmen�� takov� p	irozen� 
�slo mi

spluj�c� ��mi � pi�

Je�li pak a�j bin�rn� rozvoj 
�sla aj na mj desetinn�ch m�st� je k�dov�n�

sj � a�j � � � j � N

jednozna�n� dek�dovateln� pro zdroj S� Uka�te� �e se nejedn� o optim�ln� zak��
dov�n�� ale �e pr�m�rn� d�lka 4l k�dov�n� spluje

H�S� � 4l � H�S� ) ��

%� Jsou�li l�� � � � � ln d�lky slov bin�rn�ho Hu&manova k�dov�n� zdrojov�ch slov ma�
j�c�ch pravd�podobnost p�� � � � � pn� pak redundance k�dov�n� je de�nov�na jako

r (
nX

k��

pklk �H�p�� � � � � pn��

Uka�te� �e plat�

r � p
max

) log-��log e��e. ( p
max

) ���%$�

kde p
max

( maxipi�

�$
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Komunikace kan	ly se �umem

� Komunika�n� syst
m

Komunika�n� syst
m je mechamismus� kter	 zprost�edkov�v� p�enos informace od
zdroje zpr�vy a� k za��zen�� kter
 tuto informaci zpracov�v�� Obecn� sest�v� z kod
ru�
sd�lovac�ho �komunika�n�ho� kan�lu a n�sledn� dekod
ru�

�
vstup

Kod
r �
Komunika�n�

kan�l
� Dekod
r �v	stup

Obr�zek ���� Blokov� diagram obecn�ho sd�lovac�ho syst�mu�

Zdrojov� zpr�va je obvykle v podob� sekvence bin�rn�ch nebo des�tkov	ch ��slic�
nebo sekvence abecedn�ch znak p�eveden	ch do technicky zpracovateln
 podoby�
K�dovac� za��zen� p�ev�d� tyto zpr�vy na sign�ly kompatibiln� se vstupem kan�lu �
obvykle se jedn� o elektrick
 sign�ly� kter
 maj� jist� omezen� na velikost nap�t�� ���ku
p�sma a d
lku trv�n� impulzu� Takto upraven
 pak vstupuj� do sd�lovac�ho kan�lu
a jsou vystaveny �umu �tj� mo�nosti vzniku chyby�� V	stup z kan�lu vstupuje do
dekod
ru� jeho� funkc� je rozhodnout� jakou podobu m�la pvodn� zdrojov� zpr�va�
a tu pak p�iv
st na v	stup cel
ho sd�lovac�ho syst
mu�

V�t�ina komunika�n�ch kan�l m� kone�nou kapacitu p�enosu informace� tj� m�ru
schopnosti p�en��et informaci m��enou v bitech za sekundu nebo bitech na sym�
bol� D�ky vynikaj�c� teoretick
 pr�ci Shannona �r� �#�%� se d� uk�zat� �e pokud je
prm�rn� rychlost p�enosu informace men�� ne� kapacita kan�lu� je mo�n
 vybrat
mno�inu sign�l �k�dov	ch slov� takovou� �e pravd�podobnost v	skytu chyby p�i
dek�dov�n� bude libovoln� mal�� Nicm
n� jakkoliv je tato teorie mocn�� v	sledek ne�
vypov�d� nic o tom� jak tyto sign�ly volit� ani zda je mo�n
 je pomoc� sou�asn	ch
technick	ch prost�edk konstruovat�

�"
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Pou��v�n� samoopravn	ch k�d je pokusem v	�e uveden
 dva probl
my obej�t�
Ov�em cel	 p�enos informace od zdroje a� po zpracov�n� nen� tak jednoduch	� jak
zn�zor uje �obr������ Sest�v� z komplexn�j��ho sd�lovac�ho syst
mu� jednu takovou
mo�nost nab�z� �obr������

�
vstup Vstup�bin�

P�evodn�k
�

Bin��bin�

Kod�r
� Modul�tor

�

Komunika�n�
kan�l

��
v	stup Bin��v�stup

P�evodn�k
�

Bin��bin�

Dekod�r
� Demodul�tor

Obr�zek ���� Konkr�tn� sd�lovac� syst�m�

Kod
ry �p�evodn�ky� p�ev�d� znaky jedn
 abecedy na znaky abecedy jin
� Obvykle
maj� ob� abecedy pom�rn� malou mohutnost � typick	 p�evod m�e b	t z des�tkov
 do
dvojkov
 soustavy� Modul�tor na vstupu p�ij�m� jednotliv
 znaky a ke ka�d
mu znaku
vytv��� proudov	 impuls� kter	 vstupuje do kan�lu� Tato operace s ka�d	m znakem
zvl��' je omezen�m p�i p�enosu informace a zpsob� tak ztr�tu kapacity kan�lu�

Demodul�tor prov�d� inverzn� operaci� Ke ka�d
mu obdr�en
mu impulsu hled�
znak tak� aby pravd�podobnost p�enosov
 chyby byla co nejmen��� A op�t jako p�i
modulaci� i zde individu�ln� modulace zpsobuje ztr�tu kapacity�

� Diskr
tn� kan�l bez pam�ti

Ve sv
m nej�ir��m smyslu lze komunika�n� kan�l pova�ovat za �ernou sk�� ku� kter�
akceptuje �et�zce symbol ze vstupn� abecedy /� a vys�l� �et�zce symbol z v	stupn�
abecedy /��

M�eme z�ejm� tvrdit jen m�lo o takov
to struktu�e� Omezme pozornost na dis�
kr�tn� kan�l bez pam�ti� kter	 je charakterizov�n vstupn� abecedou /� ( fa�� � � � � amg�
v	stupn� abecedou /� ( fb�� � � � � bng a matic� P kan�lu

P (

�
BBBBBBB�

p�� p�� � � � � � � p�n�� p�n
p�� p�� � � � � � � p�n�� p�n
���

��� � � � � � �
���

���
pm��� pm��� � � � � � � pm��n�� pm��n
pm� pm� � � � � � � pmn�� pmn

�
CCCCCCCA
�

�%



�� DISKR�TN� KAN
L BEZ PAM	TI �#

Zpsob pou��v�n� kan�lu je n�sleduj�c�� ka�d� posloupnost �u�� u�� � � � � uN� sym�
bol ze vstupn� abecedy /� na vstupu se p�evede na posloupnost �v�� v�� � � � � vN� t
�e
d
lky symbol z v	stupn� abecedy /� na v	stup tak� �e

P �vk ( bjjuk ( ai� ( pij �� � i � m� � � j � n��

a to nez�visle pro ka�d
 k�
Implicitn� je ve v	�e uveden
m obsa�eno� �e pro ka�d
 i� � � i � m plat�X

j

pij ( ��

Matice P s nez�porn	mi hodnotami takov�� �e sou�et prvk v ka�d
m ��dku
je roven �� se naz	v� stochastick� matice� v teorii n�hodn	ch proces mluv�me o
matici p�echodu markovsk
ho �et�zce� Je �asto u�ite�n
 reprezentovat kan�l pomoc�
diagramu� jako je tomu nap� v n�sl� p��kladu�

P�	klad ��� Bin�rn� vypou�t�c� kan�l m� vstupn� abecedu /� ( f�� �g� v�stupn�
abecedou /� ( f�� �� �g a matic� P kan�lu

P (

�
�� � � �
� �� � �

	
�

Diagram odpov�daj�c� tomuto kan�lu m� tvar

� �

� �

� �

� �

� ��

���

qqq
qqq

qqq
��

�
MMMMMMMMM��

�

qq
qq
qqq

qq
��

���
LLLLLLLLL��

To odpov�d� situaci� pro kterou m� ka�d� symbol pravd�podobnost �� �e se �patn�
p	enese a to na �� Ale jak � tak  nelze navz�jem zam�nit�

P�	klad ��� Nejpou��van�j�� kan�l v tomto modelu komunikace je bin�rn� symetrick	
kan�l m� vstupn� abecedu /� ( f�� �g� v�stupn� abecedou /� ( f�� �g a matic� P
kan�lu

P (

�
�� p p
p �� p

	
�

Diagram odpov�daj�c� tomuto kan�lu m� tvar

�#
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� � � �

� � � ��

��p ��

p
LLLLLLLLL����p ��

p
rr
rr
rr
rr
r��

Jinak 	e
eno� to odpov�d� situaci� pro kterou m� ka�d� symbol x pravd�podobnost
p� �e se �patn� p	enese a to na � � x� )asto budeme ps�t q ( � � p bez dal��ho
koment�	e�

Roz��	en� diskr
tn�ch kan�l� bez pam�ti

Uva�me diskr
tn� kan�l bez pam�ti se vstupn� abecedu /�� v	stupn� abecedou
/� a matic� P kan�lu � r�t� roz��	en� tohoto kan�lu je diskr
tn� kan�l bez pam�ti se
vstupn� abecedu /�r�

� � v	stupn� abecedou /�r�
� amatic� P �r� kan�lu � kter� je de�nov�na

n�sledovn��
Sou�adnice �i� j� matice P �r� odpov�daj�c� vstupu

�i ( 
�
� � � � 
r

s 
k � /�� a v	stupu

j ( ���� � � � �r

s �k � /�� je

�P �r��ij ( p���j
��p���j
�� � � � p��rj
r��
kde p��kj
k� je pravd�podobnost� �e v kan�lu s matic� P je obdr�en symbol �k za
p�edpokladu odesl�n� 
k�

P�	klad ��� Druh� roz��	en� bin�rn�ho symetrick
ho kan�lu s matic� P kan�lu

P (

�
q p
p q

	

m� tvar

P � (

�
BBB�

q� qp pq p�

qp q� p� pq
pq p� q� qp
p� pq qp q�

�
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qP pP
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�� SPOJEN� ZDROJE S KAN
LEM ��

Alternativn� zpsob jak m�eme p�em	�let o r�t
 extenzi je� �e kan�l C pova�u�
jeme za r kopi� C operuj�c�ch nez�visle a paraleln� dle n��e uveden
ho�

C�

C�

���
���

���

Cr

��

�����������������
��

��

JJJJJJJJJJJJ ��input

��������r
��

��

CC�����������������

��

tt
tt
tt
tt
tt
tt

��

�r

JJJJJJJJJJJJ��

output

��������r
��

�r

tt
tt
tt
tt
tt
tt

��

Cvi�en	 ��� �� Zpr�va sest�vaj�c� z N bin�rn�ch 
�slic je p	enesena bin�rn�m sy�
metrick�m kan�lem maj�c� pravd�podobnost chyby p	enosu p� Uka�te� �e o
ek��
van� po
et chyb je Np�

� Spojen� zdroje s kan�lem

Uva�me n�sleduj�c� situaci� m�me zdroj bez pam�ti S� kter	 vys�l� symboly �zdrojov�
slova� s�� � � � � sN s pravd�podobnostmi p�� � � � � pN �

Zdroj je spojen s bin�rn�m symetrick	m kan�lem s pravd�podobnost� chyby n��
sledovn��

� � � �

� � � ��

��p ��

p

HHHHHHHHHHHHHHH��

Zdroj si ��
K�dovac� za���
zen� do bin�r�
n�ho k�du

�� �� Dek�dovac�
za��zen�

��p ��

p

vv
vv

vv
vv

vv
vv

vv
v��

Budeme p�edpokl�dat� �e zak�dov�n� do bin�rn�ho k�du prob�hne bez �umu a �e
zpsob zak�dov�n� je zn�m dek�dovac�mu za��zen��

P�edpokl�dejme pro jednoduchost� �e N ( %� za symboly m�eme pova�ovat
nap�� p�smena abecedy� rzn
 m�ny nebo cokoliv jin
ho� Efektivn� �tj� kompaktn��
zak�dov�n� ve smyslu p�edchoz�ho odstavce je pak

��
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s� s� s
 s	 s� s� s s�

��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ����
		 		 		 		 		 		 		 		

Zpr�va je �et�zec zdrojov	ch slov si� kter� jsou postupn� zak�dovan�� p�enesen�
a pak dek�dovan�� Tud��� dle v	�e uveden
ho k�dovac�ho sch
matu� je pravd�podob�
nost� �e jist
 slovo je spr�vn� p�eneseno� rovna q
� Pravd�podobnost� �e zpr�va o n
slovech je korektn� p�enesena� je q
n�

Lze to prov
st l
pe0 Odpov�� je samoz�ejm� ano� jinak bychom se vbec neptali�
Zaj�mav
 ot�zky jsou �a� jak moc l
pe a �b� na �� n�klady0

P�	klad ��� Uva�me v��e uveden� p	�klad s osmi stejn� pravd�podobn�mi zdrojov�mi
slovy a p	edpokl�dejme� �e pou�ijeme zdvojen� zak�dov�n� n�sledovn��

s� s� s
 s	 s� s� s s�

������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ �������
		 		 		 		 		 		 		 		

Pokud dek�dovac� za	�zen� p	ijme pravidlo� �e bude pouze dek�dovat v p	�pad�� �e
prvn� t	i symboly a druh� t	i symboly jsou toto�n�� a jinak *zavol� o pomoc+� pravd��
podobnost� �e se vyskytne chyba a z�stane neobjevena� se drasticky redukuje� Zajist�
budeme platit podstatnou cenu t�m� �e jsme sn��ili pom�r p	enosu faktorem �� nav�c
se jedn� o 
ist� detek
n� syst�m� kter� nebude vyu�iteln� v p	�pad�� �e se dek�do�
vac� za	�zen� nem��e kontaktovat s k�dovac�m za	�zen�m a po��dat ho o znovuposl�n�
slova� u kter�ho byla detekov�na chyba�

Zb	vaj�c� ��st t
to kapitoly je v�nov�na zpsobu z�sk�n� dostate�n
 m�ry p�enosu
kan�lu se �umem bez p��li� velk
ho prodlou�en� zpr�vy�

Cvi�en	 ��� Jednoduch� zp�sob detekov�n� nejv��e jedn� chyby je pou��t za	�zen�
p	id�vaj�c�ho kontrolu parity� abychom m�li zaji�t�no� �e sou
et 
�sel v p	en��en�m
slov� je sud�� Tedy kontrola parity z v��e uveden�ho p	�kladu m� tvar

s� s� s
 s	 s� s� s s�

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� �����
		 		 		 		 		 		 		 		

Uka�te� �e jestli�e p	eneseme k�d s kontrolou parity bin�rn�m symetrick�m kan��
lem� pravd�podobnost� �e nen� objevena chyba� je rovna $p��� � p�� ) p	� kde p je
pravd�podobnost v�skytu chyby p	i p	enosu kan�lem�

��



�� KDOV
N� A DEKDOVAC� PRAVIDLA ��

� K�dov�n� a dek�dovac� pravidla

Bu� d�n kan�l bez pam�ti se vstupn� abecedou /� ( fa�� � � � � amg a v	stupn� abece�
dou /� ( fb�� � � � � bkg� K�d d�lky n je libovoln	 syst
m C rzn	ch posloupnost� d
lky
n symbol ze /�� Prvky z C se naz	vaj� k�dov� slova� Je�li d�n k�d d
lky n s k�do�
v	mi slovy c�� c�� � � � � cN � dek�dovac� pravidlo je libovoln	 rozklad mno�iny mo�n	ch
obdr�en	ch posloupnost� do disjunktn�ch mno�in R�� R�� � � � � RN se z�ejmou interpre�
tac� toho� �e je�li obdr�en� posloupnost y prvkem mno�iny Rj� je y dek�dov�no jako
k�dov
 slovo cj�

Form�ln� vzato� p�edpokl�d�me�li� �e k�d C neobsahuje nap�� symbol ,0, jako�to
k�dov
 slovo� rozhodovac� �dek�dovac�� pravidlo pro k�d C je funkce f � /n

� � C �
f0g� Aplikaci dek�dovac�ho pravidla naz	v�me dek�dov�n�� Je�li y �obdr�en
� slovo v
/n
� � pak rozhodovac� pravidlo dek�duje y jako�to k�dov
 slovo f�y� nebo v opa�n
m

p��pad� nahl�s� dek�dovac� chybu� jestli�e f�y� (0�
V	b�r dek�dovac�ho pravidla je podstatn	 k �sp�chu ka�d
ho komunika�n�ho sys�

t
mu� Jako extr
mn� p��klad je snadn
 zkonstruovat dek�dovac� pravidlo� kter
 zcela
zni�� bezchybnost kan�lu bez �umu�

P�	klad ��� P	edpokl�dejme� �e m�me zdroj s pr�v� dv�ma zdrojov�mi slovy s� a s��
kter� m��eme zak�dovat pro p	enos bin�rn�m symetrick�m kan�lem jako

s� � ��� ( c�� s� � ��� ( c��

M�me pak osm mo�n�ch obdr�en�ch zpr�v� Mo�n� dek�dovac� pravidlo by mohlo b�t
dek�dovat zpr�vu jako s�� pokud obsahuje v�ce nul ne� jedni
ek� M�n� citliv� pravidlo
by mohlo b�t dek�dovat zpr�vu jako s�� pouze kdy� obdr�en� zpr�va byla    � A priori�
ka�d� z t�chto pravidel m� stejnou v�hu� i s pravidlem� dek�dujte ka�d� obdr�en� slovo
jako s�,

Na�� snahou bude naj�t dek�dovac� pravidlo� kter
 maximalizuje pravd�podobnost
spr�vn
ho dek�dov�n� tj� pravd�podobnost� �e x ( f�y� je opravdu to k�dov
 slovo c�
kter
 bylo odesl�no� Poznamenejme� �e p��jemce nem� ��dnou mo�nost zjistit� zdali
dek�dovac� proces opravdu dek�doval spr�vn��

Pravd�podobnost spr�vn
ho dek�dov�n� lze vyj�d�it mnoha zpsoby� Pou�ijeme�li
nap��klad formuli �pln
 pravd�podobnosti� obdr��me n�sleduj�c� dva vztahy�

P �spr�vn
 dek�dov�n�� (
X
c�C

P �spr�vn
 dek�dov�n�jc odesl�no�P �c odesl�no��

�����
vztahujeme�li podm�nku na mno�inu k�dov	ch slov resp�

��
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P �spr�vn
 dek�dov�n�� (
X
y��n

�

P �spr�vn
 dek�dov�n�jy obdr�eno�P �y obdr�eno��

�����
vztahujeme�li podm�nku na mno�inu slov ze /n

� �
Poznamenejme� �e vztah ����� explicitn� obsahuje pravd�podobnosti P �c odesl�no��

�e rzn� k�dov� slova byla posl�na pomoc� kan�lu� Tyto pravd�podobnosti nejsou nic
jin
ho ne� pravd�podobnosti zdroje C� Mluv�me pak o vstupn�m rozd�len� kan�lu� P�i�
tom ����� rovn�� obsahuje vstupn� rozd�len�� proto�e pravd�podobnost� �e dan
 slovo
y je obdr�eno� obvykle z�vis� na tom� kter
 k�dov
 slovo bylo odesl�no�

Nech' f je dek�dovac� pravidlo pro k�d C� Je�li odesl�no k�dov
 slovo c� pak
spr�vn
 dek�dov�n� nastane pr�v� tehdy� kdy� f�y� ( c pro obdr�en
 slovo y� Plat�
tedy

P �spr�vn
 dek�dov�n�jc odesl�no� (
X

y�f�y��c

P �y obdr�enojc odesl�no�� �����

Provedeme�li substituci do ������ obdr��me

P �spr�vn
 dek�dov�n�� (
X

c�C�y�f�y��c

P �y obdr�enojc odesl�no�P �c odesl�no�� �����

Tato dvojn�sobn� suma nen� v�ak v�dy zcela p��hodn�� P�itom vztah ����� n�m
pod�v� vhodn�j�� n�vod� jak obdr�et dobr
 dek�dovac� pravidlo� Podle dek�dovac�ho
pravidla f je obdr�en
 slovo y dek�dov�no spr�vn�� jestli�e odesl�n
 slovo bylo f�y��
Plat� tedy

P �spr�vn
 dek�dov�n�jy obdr�eno� ( P �f�y�odesl�nojy obdr�eno� �����

a p�itom se ve v	�e uveden
m v	razu nevyskytuje ��dn� suma� Dosa�me do vztahu
������ Pak m�me

P �spr�vn
 dek�dov�n�� (
X
y��n

�

P �f�y� odesl�nojy obdr�eno�P �y obdr�eno�� ���$�

Pravd�podobnost spr�vn
ho k�dov�n� lze maximalizovat t�m� �e budeme postupo�
vat podle takov
ho dek�dovac�ho pravidla� kter
 maximalizuje ka�dou z podm�n�n	ch
pravd�podobnost�

P �f�y� odesl�nojy obdr�eno��

��
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Jinak �e�eno� za p�edpokladu� �e jsme obdr�eli y� rozhodneme se tak� �e k�dov

slovo� kter
 bylo posl�no� je to nejpravd�podobn�j��� kter
 mohlo b	t odesl�no� To jde
konkr
tn� zajistit tak� �e se proch�z�me zp�tn	mi kan�lov	mi pravd�podobnostmi

P �c� odesl�nojy obdr�eno�� � � � � P �cN odesl�nojy obdr�eno�

a vybereme k�dov
 slovo ci s nejv�t�� pravd�podobnost��
Toto pravidlo se naz	v� pravidlo ide�ln�ho pozorovatele neboli pravidlo minim�ln�

chyby� Nicm
n�� p�epis t�chto podm�n�n	ch pravd�podobnost� n�m ukazuje� �e tyto
podm�n�n
 pravd�podobnosti nelze pou��t bez znalosti pravd�podobnost� v	skytu
k�dov	ch slov cj� M�me toti� podle Bayesovy v�ty�

P �c odesl�nojy obdr�eno� (
P �y obdr�enojc odesl�no�P �c odesl�no�PN

k�� P �y obdr�enojck odesl�no�P �ck odesl�no�
� ���"�

V praxi je to v��n� nev	hoda� Toti�� abychom ur�ili dek�dovac� funkci� mus�me
zn�t s jakou pravd�podobnost� jsou k�dov� slova pos�l�na pomoc� kan�lu tj� mus�me
zn�t jistou informaci o zpr�v�� co� nen� zrovna v�dy mo�n
�

Toto� spole�n� se skute�nost�� �e nen� snadn
 toto pravidlo aplikovat v p��pad�� kdy
m�me velk	 po�et k�dov	ch slov� oprav uje u�it� n�sleduj�c�ho pravidla naz	van
ho
pravidlem maxim�ln� pravd�podobnosti �maximum�likelihood �ML��� Toto pravidlo
dek�duje ka�d	 obdr�en	 vektor y do k�dov
ho slova cj tak� �e maximalizuje

P �y obdr�enojcj odesl�no�� ���%�

Pro ty� kte�� jsou obezn�meni s odhady maxim�ln� pravd�podobnosti ve statistice�
je analogie z�ejm��

Za p�edpokladu nedostatku informace o pravd�podobnostech rzn	ch k�dov	ch
slov m�me n�sleduj�c��

Maj��li k�dov� slova stejnou pravd�podobnost� pak pravidlo maxi�
m�ln� pravd�podobnosti spl�v� s pravidlem ide�ln�ho pozorovatele�

���#�

Dkaz je snadn	� Toti� plat� P �c odesl�no� ( �
N
� Tedy plat� dle ���"�

P �c odesl�nojy obdr�eno� (
P �y obdr�enojc odesl�no�PN

k�� P �y obdr�enojck odesl�no�
� ������

Odtud pak m�me� �e maximum na prav
 stran� obdr��me pr�v� tehdy� kdy� bu�
deme m�t maximum na lev
 stran��

Hammingova vzd�lenost

��
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V hlavn� ��sti t
to p�edn��ky budeme pracovat s bin�rn�m symetrick	m kan�lem�
Pro tento kan�l m� pravidlo maxim�ln� pravd�podobnosti obzvl��' snadnou imple�
mentaci�

Nech' Vn ozna�uje mno�inu v�ech posloupnost� d
lky n slo�en	ch z nul a jedni�ek
a� pokud to bude nutn
� pova�ujme Vn za vektorov	 n�dimenzion�ln� prostor nad
t�lesem cel	ch ��sel modulo �� Jsou�li x a y vektory z Vn� de�nujme Hammingovu
vzd�lenost d�x�y� mezi x a y jako po�et m�st� ve kter	ch se x a y li���

Pro bin�rn� symetrick	 kan�l je p�irozen	m dek�dovac�m pravidlem pravidlo mi�
nim�ln� vzd�lenosti� toti�� dek�dujme ka�d	 obdr�en	 vektor y do k�dov
ho slova cj�
�e kter
 m� k�dov
 slovo c� je� m� minim�ln� Hammigovu vzd�lenost od y� pokud je
v�cero takov	ch slov� vybereme cj libovoln��

P �y obdr�enojcj odesl�no�� ������

N�sleduj�c� snadn	 v	sledek n�m tvrd��

V�ta ��� Pro bin�rn� symetrick� kan�l s pravd�podobnost� chyby p � �
�
je dek�dovac�

pravidlo minim�ln� vzd�lenosti ekvivalentn� k pravidlu maxim�ln� pravd�podobnosti�

D�ukaz� Pro v�echny vektory x a y z Vn s vlastnost� d�x�y� ( d plat�

P �y obdr�enojx odesl�no� ( pdqn�d�

Pokud p � �
�
� tento v	raz nab	v� maxima� je�li d minim�ln�� To ale z�ejm� sta�� k

tomu� �e pevn
 slovo y dek�dujeme jako to k�dov
 slovo� kter
 m� nejmen�� vzd�lenost
od slova y� Obr�cen�� vezmeme�li jako rozk�dov�n� pevn
ho slova y k�dov
 slovo
minim�ln� vzd�lenosti� je v	�e uveden� pravd�podobnost maxim�ln��

Cvi�en	 ���

�� Nech( k�d sest�v� ze 
ty	 k�dov�ch slov c� ( ����� c� ( ����� c
 ( ���� a
c	 ( ����� Pravd�podobnosti v�skytu t�chto k�dov�ch slov jsou d�ny jako

P �c�� ( P �c�� (
�
�
� P �c
� ( P �c	� (

�
$

Pou��v�te�li pro p	enos bin�rn� symetrick� kan�l s pravd�podobnosti chyby �
��

a
obdr��te na v�stup vektor ����� jak by jste se rozhodoval p	i

�a� pou�it� pravidla ide�ln�ho pozorovatele�

�b� pou�it�m pravidla maxim�ln� pravd�podobnosti�

�� Doka�te tvrzen� ��% tj� �e v p	�pad�� �e v�echna k�dov� slova stejnou pravd��
podobnost� pravidlo maxim�ln� pravd�podobnosti spl�v� s pravidlem ide�ln�ho
pozorovatele�

�$
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� Kapacita kan�lu

Jak u� napov�d� jm
no� kapacita komunika�n�ho kan�lu je m�ra jeho schopnosti p�e�
n��et informaci� Form�ln� de�nice je motivov�na n��e uveden	m�

P�edpokl�dejme� �e m�me diskr
tn� kan�l bez pam�ti se vstupn� abecedou /� (
fa�� � � � � amg� v	stupn� abecedou /� ( fb�� � � � � bng a matic� P kan�lu

P ( -pij. ( P �bj obdr�enojai odesl�no��
P�id�me�li k tomuto kan�lu zdroj S bez pam�ti� kter	 vys�l� symboly a�� � � � � am

s pravd�podobnostmi p�� � � � � pm� pak v	stup kan�lu m�eme pova�ovat za zdroj J
bez pam�ti� kter	 vys�l� symboly b�� � � � � bn s pravd�podobnostmi q�� � � � � qn� kde

qj (
Pm

i�� P �bj obdr�enojai odesl�no�P �ai odesl�no�
(

Pm
i�� pipij�

Informace o S podan� pomac� J � de�novan� v kapitole �� je rovna

I�SjJ � ( H�S��H�SjJ � ( H�S� )H�J ��H�S�J �

a je to funkce� kter� z�vis� pouze na pravd�podobnostn�m rozd�len� p�� � � � � pm� a
matici kan�lu P � Je proto p�irozen
 de�novat kapacitu C kan�lu jako

C ( sup I�SjJ �� ������

kde supremum je br�no p�es v�echny zdroje bez pam�ti S� nebo� je�t� p�esn�ji� nad
v�emi mo�n	mi rozd�len�mi pravd�podobnost� �p�� � � � � pn��

Nejd��ve si p�ipome me� �e C je dob�e de�nov�no v tom smyslu� �e pouze hled�me
supremum funkce f�p�� kde f je spojit� funkce na uzav�en
 a ohrani�en
 podmno�in�
mno�iny Rm a dle z�kladn� v�ty anal	zy m� f maximum v n�jak
m bod�� M�eme
tedy ���� p�epsat jako

C ( max I�SjJ �� ������

D�le si uv�domme� �e C je kvantitativn� veli�ina ur�en� pouze matic� kan�lu P �
M�eme ji zhruba pova�ovat za konduktanci odporu v teorii elektrick	ch obvod� Jej�
jednotky jsou pak jednotky informace nebo entropie� toti� �bity za sekundu� nebo
�bity na symbol� v z�vislosti na kontextu�

Uka�me p��klad� jak lze naj�t kapacitu kan�lu�

V�ta �� Kapacita bin�rn�ho symetrick�ho kan�lu s pravd�podobnost� chyby p	enosu
p je ur
ena vztahem

C�p� ( � ) p log p) q log q� ������

kde q ( �� p�

�"



�% KAPITOLA �� KOMUNIKACE KAN
LY SE �UMEM

D�ukaz� K usnadn�n� ozna�en� p�edpokl�dejme� �e zdroj S emituje � s pravd�podob�
nost� 
 a � s pravd�podobnost� � ( �� 
� Pak v	stup J m� rozd�len�

� s pravd�podobnost� 
q ) �p� � s pravd�podobnost� �q ) 
p�

Je tedy H�S�J � pr�v� entropie rozd�len� �
q� 
p� �q� �q�� Po jednoduch
 �prav�

I�SjJ � ( p log p ) q log q � �
q ) �p� log�
q ) �p�
��
p) �q� log�
p) �q�

�

Derivujme dle 
� Pak obdr��me� �e I�SjJ � m� maximum v p��pad�� �e 
 ( �
�
a

obdr��me pak �����

Poznamenejme� �e kapacita m� o�ek�van
 vlastnosti � C�p� je monotonn� funkce
p� � � p � �

�
� a

C��� ( �� C�
�
�
� ( ��

co� odpov�d� intuici� �e� pokud p ( �
�
� kan�l se stane dokonal	m ru�i�em� ale �e�

pokud p ( �� m�me dokonal	 p�enos�
Zji�t�n� kapacity obecn	ch kan�l je netrivi�ln� z�le�itost� V p��pad�� �e kan�l

nem� n�jakou speci�ln� vlastnost nebo nen� odvozen z kan�lu� jeho� kapacita je zn�ma�
jedin	 zpsob� jak m�eme vypo��tat kapacitu� je vy�e�en� probl
mu optimalizace s
omezen�mi� a to zejm
na metodou Lagrangeov	ch multiplik�tor�

P��kladem prvn� z t�chto technik je n�sleduj�c� v	sledek�

V�ta �� M��li kan�l S bez pam�ti kapacitu C� m� jeho r�t� roz��	en� S�r� kapacitu
rC�

D�ukaz� Ozna�me jako C�r� kapacitu r�t
ho roz���en� tak� �e

C�r� ( supXH�X��H�XjY�� ������

kde X ( �X�� � � � � Xr� a Y ( �Y�� � � � � Yr� jsou vstupn� a v	stupn� dvojice� M�me ale

H�X��H�XjY� ( H�Y��H�YjX�� ����$�

a
H�YjX� (

X
x

p�x�H�YjX ( x��

Proto�e se jedn� o kan�l bez pam�ti� m�me

H�YjX ( x� (
X
i

H�YijX ( x� (
X
i

H�YijXi ( xi��

�%
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Zejm
na
H�YjX�(

P
x p�x�H�YijXi ( xi�

(
P

i

P
uH�YijXi ( u� � P �Xi ( u��

Tedy

H�YjX� (
rX
i

H�YijXi�� ����"�

Obecn� plat�
H�Y� � H�Y�� ) � � �)H�Yr��

a tedy celkem C�r� � rC� P�ipome me� �e rovnost nast�v� pr�v� tehdy� kdy� Y�� � � � � Yr
jsou nez�visl�� Toho lze dos�hnout t�m� �e zvol�me X�� � � � � Xr jako nez�visl
 a vybr��
n�m rozd�len�� p�i kter
m bylo dosa�eno kapacity C kan�lu�

Cvi�en	 �� �� Vypo
t�te kapacitu bin�rn�ho vypou�t�c�ho kan�lu s pravd�podob�
nost� chyby ��

�� Uva�ujeme�li kan�l bez pam�ti s matic�



�� � �
� �
� �


�� �

uka�te� �e kapacity lze dos�hnout v�ce ne� jedn�m rozd�len�m na vstupu� Uka�te�
�e roz��	en�m �� 	�du m��eme dos�hnout kapacity pomoc� rozd�len� na vstupu�
kte� nen� sou
inem rozd�len� na vstupu p�vodn�ho kan�lu�

�Feinstein� �%!��

� V�ta o k�dov�n� se umem

Ji� d��ve jsme vid�li� �e m�eme dos�hnou libovoln� velk
 spolehlivosti pouze dosta�
te�n� �ast	m opakov�n�m ka�d
ho zdrojov
ho symbolu� Z�ejm� je tato metoda velmi
�asov� n�ro�n� a hlavn�m ��elem tohoto odstavce je dok�zat p�ekr�sn
 tvrzen� C�
Shannona ��#�%�� kter
 tvrd�� �e za p�edpokladu� �e rychlost �m�ra� p�enosu je pod
kapacitou kan�lu� lze dos�hnout libovoln� velk
 spolehlivosti� Budeme se koncentrovat
na bin�rn� symetrick	 kan�l� Tyto my�lenky lze roz���it na podstatn� komplikovan�j��
kan�ly� ale dle�it�j�� je pln� porozum�t nosn	m principm� ne� se obklopit matema�
tick	mi detaily�

Bu� d�n k�d C a dek�dovac� sch
ma pro C� Pravd�podobnost chyby e�C� je obvykle
de�novan� jako prm�rn� pravd�podobnost chyby za p�edpokladu� �e v�echna k�dov�

�#
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slova byla vysl�na se stejnou pravd�podobnost�� Jinak �e�eno� m�me�li M k�dov	ch
slov c�� � � � � cM z C� pak plat�

e�C� ( �
M

MX
i��

P �nastala chybajci bylo p�eneseno��

V p��pad� bin�rn�ch k�d m�eme p�edpokl�dat� pokud nebude jinak uvedeno� �e
pou��v�me dek�dovac� pravidlo maxim�ln� pravd�podobnosti �(pravidlo minim�ln�
vzd�lenosti�� a tud�� se �asto budeme odvol�vat na pravd�podobnost chyby k�dov�n�
bez speci�ck
ho p�ipomenut� dek�dovac�ho pravidla�

Z�ejm� je p�edm�tem p��kladu naj�t k�dy s malou prm�rnou pravd�podobnost�
chyby� Av�ak� podstatn� siln�j��m po�adavkem je� �e maxim�ln� pravd�podobnost
chyby je mal�� Jak lze o�ek�vat� ta je de�nov�na jako

4e�C� ( maxiP �nastala chybajci bylo p�eneseno��

a evidentn�
4e � e�

P�edpokl�dejme proto� �e m�me bin�rn� symetrick	 kan�l s pravd�podobnost�
chyby p a tud�� kapacitou C ur�enou

C ( C�p� ( � ) p log p) ��� p� log ��� p��

Doka�me n�sleduj�c� verzi Shannonovy v�ty o k�dov�n� se �umem�

V�ta ��� Shannonova v�ta o k�dov�n	 se 
umem Bu� d�n bin�rn� symetrick�
kan�l kapacity C a libovoln� R� � � R � C� Pak pro ka�dou posloupnost �Mn � � �
n ��� p	irozen�ch 
�sel spluj�c�ch

� �Mn � �Rn �� � n ����

a v�echna kladn� � � �� existuje posloupnost k�d� �Cn � � � n ��� a p	irozen� 
�slo
N���� tak� �e Cn m� Mn k�dov�ch slov d�lky n a maxim�ln� pravd�podobnost chyby

4e�Cn� � �

pro v�echna n � N�����

Jak	m zpsobem funguje tato v�ta� P�edpokl�dejme� �e pravd�podobnost chyby
takov
hoto kan�lu je takov�� �e kapacita kan�lu C�p� ( ��%� Pak� je�li na�e zpr�va
�et�zec nul a jedni�ek� v�me� �e pro dostate�n� velk
 n� polo��me�li R ( ��"�� existuje
mno�ina ����n k�dov	ch slov d
lky n� kter� maj� pravd�podobnost chyby men�� ne�
libovoln� p�edem p�edepsan� hranice� Tud��� abychom zak�dovali zpr�vu ze zdroje�
postup je n�sleduj�c��

��
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�a� Rozd�lte zpr�vu do blok d
lky m� p�i�em� m je takov
� �e �dn
	
e ( m � N�����

�b� Zak�dujte ka�d	 z t�chto m�blok do k�du Cn tak� �e pou�ijete k�dov
 slovo
d
lky 	m



pro ka�d	 m�blok�

�b� P�eneste nov� zak�dovanou posloupnost kan�lem�

&eho jsme dos�hli0 Podstatn
 redukce pravd�podobnosti chyby� Na �� n�klady0
Komplexnosti zak�dov�n� a men�� m�ry p�enosu� z�rove v�ak bohu�el doposud ne�
zn�m
 zak�dov�n�� S�la Shannonovy v�ty spo��v� v tom� �e existuj� takov
to k�dy�

Dkaz Shannonovy v�ty� kter	 chceme prov
st n��e� z�vis� na dvou nerovnostech
� z n�ch prvn� je velmi dob�e zn�ma � jej� dkaz lze naj�t v ka�d
m element�rn�m
textu z teorie pravd�podobnosti�

�eby�evova nerovnost

Je�li X libovoln� n�hodn� prom�nn� tak� �e m� kone�nou variaci �odchylku� var�X��
pak pro ka�d
 a � � m�me

P �jX � E�X�j � a� � var�X��a�� ����%�

Druh� nerovnost je m
n� zn�m� a m� rovn�� pravd�podobnostn� interpretaci� lze
ji vyslovit n�sledovn��

Omezen� nerovnost

Pro v�echna �� � � � � �
�
� plat�

b�ncX
k��

�
n
k

	
� �nh�	�� ����#�

kde h��� ( �-� log�) ��� �� log ��� ��.�

D�ukaz� Let m ( b�nc� We put �� ( m
n
� Then �� � � � �� ) �

n
� Assume � � �� � ��

� ( �� �� � �� Then

�nh�	� ( ��n��	� log 	����	�� log ���	�� � ��n��� log 	�� log ���	��
� ��n��	� log 	�����	�� log ���	��� � �n� log ���

�

� �nh�	�� � �n� log ���
� � �nh�	�� � �log ���

�

� �nh�	�� � ��	
	
� �nh�	��

��



�� KAPITOLA �� KOMUNIKACE KAN
LY SE �UMEM

M�eme tedy bez �jmy na obecnosti p�edpokl�dat� �e � bylo vybr�no tak� �e �n
je p�irozen
 ��slo� Pak m�eme ps�t

� ( -�) ��� ��.n � P	n
k��

�
n
k

	
�k��� ��n�k

� ��� ��n
P	n

k��

�
n
k

	�
	

��	

�	n
( �	n��� ��n���	�

P	n
k��

�
n
k

	
�

Tud��
	nX
k��

�
n
k

	
� �	n��� ��n���	� ( �nh�	��

logaritmujeme�li p�i z�kladu � a pak znovu umocn�me�

D�kaz v�ty o k�dov�n� se �umem

Nejprve popi�me hrub	 sm�r dkazu� Zvolme si pevn
 p�irozen
 ��slo n� a pro
dan	 okam�ik� pracujme s bin�rn�mi k�dy ve Vn� P�edpokl�dejme� �e se pokou��me
naj�t k�d s M k�dov	mi slovy ci � Vn� Vybereme ta k�dov� slova ci trochu bl�znivou
metodou vybr�n�m vektor z Vn n�hodn� a nez�visle na i� �� � i � M�� Tomuto
k�dov�n� ��k�me n�hodn� k�dov�n��

Budeme k�dovat n�sleduj�c�m zpsobem� zvolme r � � a nech' Sr�y� de�nuje
r�sf�ru se st�edem y� tj�

Sr�y� ( fz � z � Vn� d�y�z� � rg�

Pak� je�li y obdr�en	 vektor� m�eme dek�dovat y jako k�dov
 slovo cj� je�li cj
jedin
 k�dov
 slovo v Sr�y�� jinak budeme dek�dovat y jako libovoln
 jin
 k�dov

slovo� nap�� c��

Za�n�me nyn� s vlastn�m dkazem� Nech' Y je vektor� kter	 obdr��me� kdy� je
p�en��eno k�dov
 slovo c a E bu� ud�lost� �e nastala chyba� P�itom chyba m�e
nastat pr�v� tehdy� kdy� bu�
�a� d�c�Y� � r
nebo
�b� d�c�Y� � r a d�c��Y� � r pro n�jak
 jin
 k�dov
 slovo c��

Ozna�me po �ad� A a B ud�losti popsan
 �a� a �b�� Pak E ( A � B a tud��

P �E� ( P �A �B� � P �A� ) P �B��

Uva�me ud�lost B� ta nastane� pokud plat� z�rove 
�i� Ne v�ce ne� r chyb nastalo p�i p�enosu

��
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�ii� jedno z k�dov	ch slov rzn	ch od c je ve vzd�lenosti nejv	�e r od obdr�en
ho
vektoru Y�

Ozna��me�li po �ad� tyto ud�losti B� a B�� m�me pak� proto�e B ( B� �B��

P �B� � P �B��� ������

Uva�me nyn� B�� proto�e k�dov� slova jsou vybr�na n�hodn�� pravd�podobnost�
�e ci m� vzd�lenost men�� nebo rovnu r od Y je Nr�n���n� kde

Nr�n� (
rX

k��

�
n
k

	
������

je po�et vektor z Vn� kter
 le�� v Sr�y�� Tud�� pravd�podobnost� �e alespo jedno ze
zb	vaj�c�ch M � � k�dov	ch slov �rzn	ch od c� m� vzd�lenost men�� nebo rovnu r
od obdr�en
ho slova Y spl uje

P �B�� � M � �
�n

rX
k��

�
n
k

	
� ������

Polo�me tud��� pro v�echna � � ��

r ( bnp) n�c
jako�to maxim�ln� cel
 ��slo ne v�t�� ne� np ) n�� obdr��me pak z ����� ����� ���� a
omezen
 nerovnosti� �e

P �B� � M

�n
�nh�p���� ������

V�nujme se nyn� druh
mu typu chyb zpsoben
mu jevem A� Poznamenejme� �e� je�li
U �n�hodn	� po�et chybn	ch symbol vznikl	ch p�i p�enosu k�dov
ho slova c� pak
m�me

P �A� ( P �U � r�

a U je n�hodn� prom�nn� s binomi�ln�m rozd�len�m s parametry n a p� Tud��

P �A� ( P �U � np) n�� � P �jU � npj � ��
� var�U��n����

dle &eby�evovy nerovnosti�
Proto�e U je n�hodn� prom�nn� s binomi�ln�m rozd�len�m� m�me

var�U� ( npq

a tedy �pln� pravd�podobnost chyby je

P �E� � pq

n��
)M��n���h�p�����

��
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pro dostate�n� velk� n� Proto�e kapacita C�p� ( �� h�p) ��� m�me pak

P �E� � pq

n��
)M��nC�p����

Proto�e � � �� lze pravd�podobnost chyby zvolit libovoln� malou pro dostate�n�
velk
 n� za p�edpokladu� �e M jako�to funkce n� neroste rychleji ne� �nC�p��

Dok�zali jsme tedy v�tu o k�dov�n� se �umem a� na to� �e jsme omezeli prm�rnou
pravd�podobnost chyby a ne maxim�ln� pravd�podobnost chyby� K dokon�en� dkazu
pot�ebujeme dok�zat� �e existuj� k�dy Cn s Mn k�dov	mi slovy� kde Mn � �Rn a
maj�c� maxim�ln� pravd�podobnost chyby � �� Polo�me proto �� ( �

�
� a M �

n ( �Mn�
Poznamenejme� �e proto�eMn � �Rn a R � C� mus� existovat R� tak� �e R � R� � C�
a N �

� tak� �e pro v�echna n � N �
� plat�

M �
n � �nR

�

a tud�� existuje posloupnost k�d C �n tak� �e C �n m� M �
n k�dov	ch slov a pr�m�rnou

pravd�podobnost chyby � �� pro n � N �
��

Jsou�li x�� � � � �xM k�dov� slova z C �n� znamen� to� �e

M �

nX
i��

P �Ejxi� � ��M �
n�

Tedy alespo polovina t�chto k�dov	ch slov xi mus� spl ovat

P �Ejxi� � ��� ( �� ������

Bu� Cn k�d sest�vaj�c� z Mn k�dov	ch slov spl uj�c�ch ����� pak m�me n�� po�a�
dovan	 k�d s maxim�ln� pravd�podobnost� � ��

Shannonovu v�tu lze roz���it i pro obecn
 kan�ly bez pam�ti s libovolnou vstupn�
a v	stupn� abecedou� Hlavn� my�lenka dkazu se nem�n�� toti�
�a� zak�dujme zpr�vy n�hodn��
�a� dek�dujme procedurou maxim�ln� pravd�podobnosti�

Technick
 obt��e jsou zpsobeny zejm
na obecn	m tvarem kapacity kan�lu� pokud
se nejedn� o symetrick	 kan�l� P��padn	 z�jemce m�e naj�t �pln	 dkaz �ve skute��
nosti dva� pro tuto obecnou situaci v �l�nku Ashe ��#$�� nebo Gallagera ��#$%��

M�li bychom se t
� zm�nit o dle�itosti zlep�en� hranic pravd�podobnosti vzniku
chyby� V na�em dkazu naho�e n�s pouze zaj�malo to� �e pravd�podobnost nast�n�
chyby lze dos�hnout libovoln� malou� K tomuto probl
mu existuje bohat� a dosta�
te�n� technick� literatura�

Nap��klad n�sleduj�c� siln�j�� v	sledek p�in�le�� Shannonovi ��#�"��

��
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V�ta ��� Bu� d�n diskr�tn� kan�l bez pam�ti kapacity C a libovoln� R� � � R � C�
Pak existuje posloupnost k�d� �Cn � � � n ��� tak� �e�
�a� Cn m� b�Rnc k�dov�ch slov d�lky n
�b� maxim�ln� pravd�podobnost chyby 4e�Cn� k�dov�n� Cn spluje

4e�Cn� � Ae�Bn�

p	i
em� A a B z�vis� pouze na kan�lu a na R�

Jinak �e�eno� neexistuj� pouze dobr
 k�dy� ale nav�c existuj� k�dy� jejich� pravd��
podobnost chyby kles� exponenci�ln��

Dkaz tohoto tvrzen� p�esahuje r�mec p�edn��ky�

Cvi�en	 ��� �� Bin�rn� symetrick� kan�l maj�c� pravd�podobnost chyby p	enosu
p ( ���� m��e p	en�st �  bin�rn�ch 
�slic za sekundu� Kolik bit� m��e p	en�st
bez chyby za sekundu�

�� Bin�rn� symetrick� kan�l s fyzik�ln� kapacitou p	enosu �  
�slic za sekundu
m��e p	en�st !  
�slic za sekundu s libovoln� malou pravd�podobnost� chyby�
Co n�m to vypov�d� o pravd�podobnosti chyby tohoto kan�lu�

� Kapacita jako hranice spolehliv
 komunikace

P�edpokl�dejme� �e m�me diskr
tn� kan�l bez pam�ti o kapacit� C bit� P�edpokl��
dejme� �e tento kan�l m� mechanickou rychlost jednoho bitu za sekundu� Dok��eme
nyn� obr�cen� Shannonovy v�ty t�m� �e uk��eme nemo�nost p�esn
 informace rychlost�
vy��� nebo rovn
 ne� je C bit za sekundu� P�esn�ji� dok��eme n�sleduj�c� z�kladn�
v	sledek�

V�ta ��� Pro kan�l bez pam�ti o kapacit� C a pro ka�d� R � C neexistuje posloup�
nost k�d� �Cn � � � n ��� tak� �e� Cn m� �Rn k�dov�ch slov d�lky n a pravd�podob�
nost chyby e�Cn� k�dov�n� Cn konverguje k nule pro n���

Ve skute�nosti Wolfowitz v roce �#$� dok�zal mnohem siln�j�� v	sledek � toti�� za
stejn	ch podm�nek� maxim�ln� pravd�podobnost chyby konverguje k � pro n � ��
My v�ak uk��eme slab�� verzi� abychom dok�zali� �e Shannonova v�ta je nejlep��
mo�n�� Pro dkaz v�ty pot�ebujeme n�sleduj�c� lemmata�

Lemma ��� Bu� U�V�W n�hodn� vektory� Pak plat�

H�UjV� � H�UjV�W� )H�W��

��
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D�ukaz� M�me dle z�kladn� identity� �e

H�UjV� ( H�U�V��H�V�
( H�U�V�W��H�WjU�V��H�V�
� H�U�WjV��

proto�e entropie je nez�porn�� Ale z�rove 

H�U�WjV� ( H�U�V�W��H�V�W� )H�V�W��H�V�
( H�UjV�W� )H�WjV�
� H�UjV�W� )H�W��

co� se m�lo dok�zat�

Lemma ��� Fanova nerovnost Bu� C k�d s M k�dov�mi slovy fc�� � � � � cMg pro
dan� kan�l bez pam�ti� Bu� X n�hodn� vektor nab�vaj�c� hodnoty v mno�in� k�do�
v�ch slov� Nech( Y obsahuje n�hodn� vektorov� v�stup� v p	�pad�� �e X je p	eneseno
kan�lem a dek�dov�no� Pak� je�li pE pravd�podobnost chyby �toti� pE ( P �X �( Y���
m�me

H�XjY� � H�pE� qE� ) pE log �M � ��� ������

kde qE ( �� pE�

D�ukaz� De�nujme novou n�hodnou prom�nnou Z jako�to

Z (

�
� pokud X ( Y
� pokud X �( Y�

Je tedy speci�ln� entropie n�hodn
 prom�nn
 Z rovna H�pE� qE�� Uva�me nyn�
uspo��danou dvojici �Y� Z�� Z�ejm� pak

H�Xj�Y� Z� ( �y� ��� ( ��

Z�rove � pokud �Y� Z� ( �y� ��� je n�hodn� prom�nn� X rozlo�ena mezi �M � ��
k�dov	mi slovy� kter� nejsou rovna y�

Zejm
na tedy
H�Xj�Y� Z� ( �y� ��� � log��M � ���

a
H�Xj�Y� Z�� (

P
yH�Xj�Y� Z� ( �y� ��� � P ��Y� Z� ( �y� ���

� log��M � ��
P
y �P ��Y� Z� ( �y� ���

� pE � log��M � ���

Polo�me pak U ( X� V ( Y a W ( Z� Z lemmatu "�� m�me Fanovu nerovnost�

�$
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D�kaz v�ty �	


P�edpokl�dejme� �e takov�to posloupnost k�d existuje� Uva�me pak n�hodn	
vektor X� kter	 nab	v� hodnot v k�du Cn tak� �e pokud polo��me R ( C ) �� � � ��
m�me

H�X� ( n�C ) ���

Proto�e kapacita kan�lu je C� m�me pak pro k�dov� slova d
lky n� �e odpov�daj�c�
kapacita roz���en� bez pam�ti je nC a tedy� ozna��me�li Y n�hodn	 vektor v	stupu
odpov�daj�c� vstupn�mu n�hodn
mu vektoru X� m�me nerovnost

H�X��H�XjY� � nC�

tak�e

n� ( n�C ) ��� nC � H�XjY��

Aplikujeme�li Fanovu nerovnost� pak z toho� �e m�me dle p�edpokladu �n�C���

k�dov	ch slov� je

n� � H�XjY� � H�pE� qE� ) pE log �M � �� � H�pE� qE� ) pEn�C ) ���

tj�
n��H�pE� qE�

n�C ) ��
� pE�

Nech�me�li n konvergovat k nekone�nu� pak zcela jist� pE nekonverguje k nule�
Tedy takov�to posloupnost k�d Cn nem�e existovat�

Probl�my ��� �� V bin�rn�m symetrick�m kan�lu s pravd�podobnost� chyby � �
�� k�dov�n� sest�v� ze dvou k�dov�ch slov ��� a ���� Zjist�te p	i pou�it� pravidla
maxim�ln� pravd�podobnosti pravd�podobnost chyby�

�� Trhlinov� chyba �burst error� d�lky k sest�v� z posloupnosti k symbol�� kter�
byly v�echny p	eneseny nespr�vn�� Najd�te o
ek�van� po
et trhlinov�ch chyb
d�lky k� pokud je zpr�va d�lky N p	enesena bin�rn�m symetrick�m kan�lem s
pravd�podobnost� chyby p�

�� Nech( k�d pro p	enos bin�rn�m symetrick�m kan�lem� kter� m� pravd�podobnost
chyby � � �� sest�v� ze v�ech p�tic nad mno�inou f�� �g� kter� obsahuj� pr�v�
dv� jedni
ky� Jak� je pravd�podobnost� �e k�dov� slovo ����� se dek�duje na
slovo ������ pokud aplikujeme pravidlo minim�ln� vzd�lenosti�

�"
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"� M�jme N bin�rn�ch symetrick�ch kan�l�� ka�d� s pravd�podobnost� chyby p�
spojen�ch do s�rie� Uka�te� �e celkov� kapacita tohoto nov� vznikl�ho kan�lu je
ur
ena vztahem

CN ( � ) pN logpN ) qN logqN �

kde pN ( �
�
-�� �q � p�N .� qN ( �� pN �

!� Uva�me dva diskr�tn� kan�ly bez pam�ti o kapacit�ch C� a C� tak� �e oba maj�
vstupn� abecedu /� a v�stupn� abecedu /�� Sou�inem kan�l je kan�l� jeho�
vstupn� abeceda je /���

� a v�stupn� abeceda /���
� � p	i
em� kan�lov� pravd�podob�

nosti jsou ur
eny vztahem

p�y�y�jx�x�� ( p��y�jx��p��y�jx���

kde pi�yijxi� je pravd�podobnost� �e jsme obd�eli 	et�zec yi� pokud jsme odeslali
	et�zec xi prost	ednictv�m i�t�ho kan�lu� Doka�te� �e kapacita C sou
inu kan�l�
je ur
ena vztahem �Shannon �%!#�

C ( C� ) C��

�� Zdroj bez pam�ti S je spojen ke kan�lu C� o kapacit� C� a v�sledn� v�stup S�
je vstup ke kan�lu C� o kapacit� C� �viz n��e uveden� diagram��

Zdroj
S

��
Diskr
tn� kan�l
o kapacit� C� S�

��
Diskr
tn� kan�l
o kapacit� C� S�

��

Uka�te� �e plat�

I�SjS�� � I�SjS�� a I�SjS�� � I�S�jS���

�%



Kapitola 

K�dy opravuj
c
 chyby

� K�dov�n� a odhady

P�ipome me si n�sleduj�c� p�edpoklady pro k�dov�n�� Zdroj vytv��� zpr�vu� kter�
sest�v� z posloupnosti zdrojov	ch symbol a tato zpr�va je p�enesena k p��jemci p�es
kan�l s mo�nou chybou� P�itom lze bez �jmy na obecnosti p�edpokl�dat� �e kan�l
m� stejnou abecedu / jak na vstupu tak na v	stupu� K�d C nad abecedou / je
soubor posloupnost� symbol ze /� prvky z C se naz	vaj� k�dov� slova � Budeme
p�edpokl�dat� �e v�echna k�dov� slova maj� stejnou d
lku� Takov
to k�dy se naz	vaj�
blokov� k�dy a p�i jejich pou�it� je dek�dov�n� podstatn� snaz��� Pokud maj� k�dov�
slova z C d
lku n a j/j ( q� pak mluv�me o q��rn�m k�du d
lky n �bin�rn�m k�du�
pokud q ( ���

Zak�dov�n� zdrojov
 zpr�vy nen� nic jin
ho ne� p�i�azen� ka�d
 k�dlouh
 sekvenci
znak nad zdrojovou abecedou / jedno k�dov
 slovo z C�

B�hem samotn
ho dek�dov�n� se p�ijat� sekvence roz�len� na bloky d
lky n a
ka�d	 se zpracov�v� samostatn�� Jeliko� p�ijat
 n�bloky mohou m�t d�ky chyb�m p�i
p�enosu obecn� jinou podobu ne� vys�lan� k�dov� slova� mus� dekod
r rozhodovat�
kter
 slovo bylo vysl�no� Pokud je k�d dob�e navr�en� je prav�podobnost �patn
ho
rozhodnut� mnohem men�� ne� pravd�podobnost� �e libovoln	 k�dov	 znak je chybn�
p�enesen�

Proces rozhodov�n� m�e b	t de�nov�n pomoc� dek�dovac� tabulky� K�dov� slova
tvo�� prvn� ��dek tabulky� Pokud jsme obdr�eli k�dov
 slovo� je logick
 p�edpokl�dat�
�e i stejn
 slovo bylo vysl�no� Rozhodovac� pravidlo pro zbyl� mo�n� p�ijat� slova je
d�no rozd�len�m t�chto slov do seznam pod ka�d	m k�dov	m slovem� podle kter
ho
se tato p�ijat� slova budou dek�dovat� Tedy� ka�d
 slovo d
lky n nad abecedou / se
objev� v tabulce pr�v� jednou�

De�nice� Bu� u� v p�irozen� ��sla� *ekneme� �e k�d C ur
� u chyb� jestli�e� pokud
ka�d
 k�dov
 slovo zm�n�me alespo na jednom a ne v�ce ne� u m�stech� nebude

�#
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v	sledn	 �et�zec k�dov
 slovo� *ekneme� �e k�d C ur
� pr�v� u chyb� jestli�e ur�� u
chyb a neur�� u) � chyb�

*ekneme� �e k�d C oprav� v chyb� jestli�e� pokud pou�ijeme pravidlo minim�ln�
vzd�lenosti� jsme schopni opravit alespo v chyb a v p��pad�� kdy se nebudeme moci
rozhodnout� dostaneme na v	stupu chybu v dek�dov�n�� *ekneme� �e k�d C oprav�
pr�v� v chyb� jestli�e oprav� v chyb a neoprav� v ) � chyb�

D�le budeme p�edpokl�dat� �e abychom byli schopni zjistit chyby p�i p�enosu�
bude p��jemce schopen zkontrolovat p�ijat	 �et�zec proti seznamu v�ech k�dov	ch
slov� Pokud �et�zec nebude na seznamu� p��jemce v�� �e nastala alespo jedna chyba�
ale nen� schopen zjistit kolik chyb skute�n� nastalo� Z�rove by m�lo b	t jasn
� �e
pokud obdr�en
 slovo nebude k�dov
 slovo� bude podle pravidla minim�ln� vzd�lenosti
zp�tky dek�dov�no� ale p��jemce nev�� zda se skute�n� jedn� o odeslan
 slovo� P��jemce
pouze v�� �e� v p��pad� k�du opravuj�c�ho v chyb a pokud nastane nejv	�e V � pak
dek�dovac� proces bude �sp��n	�

P�	klad ��� Chceme vys�lat 
ty	i znaky� a� b� c� d a zpr�va bude p	en��ena pomoc�
bin�rn�ho blokov�ho k�du d�lky �� Mus�me tedy zvolit 
ty	i k�dov� slova� nap	� ��   
pro a�   �� pro b� �  �� pro c a  �� � pro d� Dek�dov�n� mus� zahrnout v�ech
�� ( �� bin�rn�ch slov d�lky �� Jedno takov� dek�dov�c� pravidlo je na �obr������

����� ����� ����� �����

����� ����� ����� �����

����� ����� ����� �����

����� ����� ����� �����

����� ����� ����� �����

����� ����� ����� �����

����� ����� ����� �����

����� ����� ����� �����

Obr�zek ���� P��klad k	dov� tabulky pro bin�rn� blokov� k	d d�lky 
�

Konstrukce k�du a dek�dovac�ho sch
matu z p��kladu ��� opravuje ne v�ce ne�
jednu chybu� V tabulce je to v�dy prvn�ch � slov v seznamu pod k�dov	m slovem� U
v�ce chyb u� nem�me jistotu� �e dek�dov�n� prob�hne spr�vn�� Nap��klad pokud by
p�i p�enosu bloku ����� vznikly dv� chyby vedouc� k p�ijet� slova ����� na v	stupu
kan�lu� pak toto sch
ma chyby odstran�� Ov�em p�i obdr�en� ����� bude toto slovo
dek�dov�no chybn� jako ������

Ozna�me d�le Vn�/� mno�inu v�ech posloupnost� d
lky n nad abecedou / a na�
z	vejme prvky ze Vn�/� slova nebo vektory � N�kdy budeme ps�t m�sto Vn�/� tak

Vn�q��

$�
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Podobn� jako v bin�rn�m p��pad� je Hammingova vzd�lenost d�x�y� mezi vektory
x a y po�et m�st� ve kter	ch se x a y li��� V�ha slova x ( x�x� � � �xn je pak po�et
nenulov	ch znak slova x� tj� wt�x� ( fd�x�  � j kde  je slovo z n nulg�

De�nice� Bu� x � Zn
r � � � �� Sf�rou Sn�r
 �x� v Zn

r se st	edem x a polom�rem �
rozum�me mno�inu

Sn�r
 �x� ( fy � Zn
r � d�x�y� � �g�

Objemem sf�ry Sn�r
 �x� nazveme ��slo

Vn�r

 �x� ( card�fy � Zn

r � d�x�y� � �g��

tj� po�et �et�zc d
lky n� kter
 maj� Hammingovu vzd�lenost od x nejv	�e �� Pokud
budou ��sla n� r jasn� ze souvislosti� budeme ps�t jednodu�e S
�x� a V
�x��

Plat� pak

Lemma ��� Objem sf�ry Sn�r
 �x� je ur
en vztahem

Vn
r �x� �� (


X
k��

�
n
k

	
�r � ��k�

D�ukaz� Plyne z toho� �e po�et �et�zc d
lky n� kter
 maj� Hammingovu vzd�lenost
od x pr�v� k je p�esn� ��slo �

n
k

	
�r � ��k�

P�	klad ��� Hammingova vzd�lenost slov �������� a �������� je � a v�ha slova
�������� je ��

Dek�dov�n� podle principu minim�ln� vzd�lenosti znamen�� �e dek�dujeme obdr�
�en	 vektor y jako to k�dov
 slovo c� kter
 m� minim�ln� vzd�lenost od y� pokud
m�me mo�n	 v	b�r� vybereme libovoln��

Je�li tedy C k�d� je minim�ln� vzd�lenost k�du C ��slo

d�C� ( min d�ci� cj��

kde je minimum br�no p�es v�echny navz�jem rzn
 dvojice k�dov	ch slov z C� Po�
jem minim�ln� vzd�lenosti je kl��ov	 pojem pro hodnocen� k�du� dobr
 k�dy maj�
rozlo�en� k�dov� slova tak� �e jejich minim�ln� vzd�lenost je velk�� Dvod dle�itosti
minim�ln� vzd�lenosti je jasn	 z n�sleduj�c� v�ty�

$�
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V�ta ��� M��li k�d minim�ln� vzd�lenost d� lze opravit pomoc� dek�dov�n� podle
pravidla minim�ln� vzd�lenosti a� �

�
�d� �� chyb�

D�ukaz� Polo�me v ( b�
�
�d� ��c a uva�me v�sf
ru bodu x� To je mno�ina

Su�x� ( fy � d�x�y� � ug�

Jsou�li x� z rzn� k�dov� slova� plat�

Sv�x� � Sv�z� ( ��

Tedy dek�dov�n� podle pravidla minim�ln� vzd�lenosti oprav� a� v chyb�

M�me pak n�sleduj�c� jednoduch
 tvrzen��

V�ta �� Bu�te u� v p	irozen� 
�sla� Pak k�d C ur
� u �oprav� v� chyb pr�v� tehdy�
kdy� d�C� � u) � �d�C� � �v ) ���

D�ukaz� Prvn� ��st tvrzen� je jednoduch
 p�eformulov�n� de�nice k�du ur�uj�c�h u
chyb� Pro druhou ��st tvrzen� jsme uk�zali ve v�t� ��� implikaci zprava doleva� P�ed�
pokl�dejme nyn�� �e C je k�d opravuj�c� v chyb a �e existuj� dv� rzn� k�dov� slova
c a d tak� �e d�c�d� ( d�C� � �v� Budeme cht�t dok�zat� �e za p�edpokladu� �e jsme
odeslali k�dov
 slovo c a nastalo nejv	�e v chyb� je p�esto mo�n
� abychom podle pra�
vidla minim�ln� vzd�lenosti obdr�eli bu� chybov
 hl��en� nebo dek�dovali obdr�en

slovo nespr�vn� jako d� To pak bude spor s t�m� �e C opravuje v chyb�

Nejd��ve si uv�domme� �e d�c�d� ( d�C� � v)�� Jinak bychom toti� mohli p�ev
st
c na d p�i nejv	�e v chyb�ch� kter
 by zstaly neopraveny� M�eme pak p�edpokl�dat�
�e se c a d li�� na prvn�ch k ( d�C� m�stech� p�i�em� v)� � k � �v �jinak provedeme
permutaci sou�adnic�� Uva�me nyn� obdr�en
 slovo x� kter
 se shoduje se slovem c
na prvn�ch k�v pozic�ch� d�le se shoduje se slovem d na dal��ch v pozic�ch a shoduje
se s ob�ma slovy c a d na posledn�ch n� k pozic�ch� tj�

x ( x� � � � xk�v� �z �
shoduje se s c

xk�v�� � � � xk� �z �
shoduje se s d

xk�� � � � xn� �z �
shoduje se s ob�ma

�

Proto�e nutn� d�c�x� ( v� d�d�x� ( k � v � v� je bu�to d�c�x� ( d�d�x� �v
tomto p��pad� obdr��me chybov
 hl��en�� nebo d�c�x� � d�d�x� �v tomto p��pad� je
x dek�dov�n� nespr�vn� jako d��

De�nice� Pokud m� k�d C pr�v� M k�dov	ch slov d
lky n a m� minim�ln� vzd�le�
nost d� mluv�me o �n�M� d��k�du�

$�
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Pro pevn
 n psob� parametry M a d navz�jem proti sob� tak� �e zv�t�en� M
zpsob� zmen�en� d a naopak�

M�me pak n�sleduj�c� dsledek�

D�usledek ��� �� �n�M� d��k�d C oprav� pr�v� v chyb tehdy a jen tehdy� kdy� d (
�v ) � nebo d ( �v ) ��

�� K�d C m� minim�ln� vzd�lenost u ( d�C� tehdy a jen tehdy� kdy� oprav� pr�v�
b�
�
�u� ��c chyb�

Poznamenejme nyn�� �e ur�en� chyby a jej� oprava jdou proti sob�� tak�e nem�eme
nar�z dos�hnout jejich maxim�ln� �rovn�� Uve�me si to na jednoduch
m p��klad��

P�	klad ��� P	edpokl�dejme nyn�� �e k�d C m� minim�ln� vzd�lenost d� Je to tedy
k�d ur
uj�c� d� � chyb a opravuj�c� u ( b�

�
�d� ��c chyb�

Pokud pou�ijeme C pouze pro ur
en� chyb� je schopen ur
it a� d� � chyb� Z druh�
strany� pokud chceme na C opravit chybu� kdykoliv je to mo�n�� pak je schopen opravit
a� v chyb� ale nen� schopen ur
it situaci� kdy nastalo v�ce ne� v a m�n� ne� d chyb�
Toti�� pokud nastalo v�ce ne� v chyb� m��eme podle pravidla minim�ln� vzd�lenosti
*opravit+ p	ijat� 	et�zec na �patn� k�dov� slovo a pak bude chyba nedetekovateln��

M�me pak n�sleduj�c� de�nici�

De�nice� Uva�me n�sleduj�c� strategii pro opravu!ur�en� chyby� Bu� u� v p�irozen�
��sla� Obdr��me�li slovo x a pokud m� nejbli��� k�dov
 slovo c ke slovu x vzd�lenost
nejv	�e v a existuje�li pouze jedin
 takov
 k�dov
 slovo� budeme dek�dovat x jako
k�dov
 slovo c� Pokud existuje v�ce ne� jedno k�dov
 slovo se stejnou minim�ln�
vzd�lenost� k x nebo m� nejbli��� k�dov
 slovo vzd�lenost v�t�� ne� v� obdr��me na
v	stup chybov
 hl��en��

*ekneme� �e k�d C z�rove oprav� v chyb a ur
� u chyb� jestli�e nastala alespo 
jedna a nejv	�e v chyb� v	�e popsan� strategie oprav� tyto chyby a kdykoliv nastane
alespo u) � a nejv	�e u) v chyb� v	�e popsan� strategie nahl�s� chybu�

V�ta ��� K�d C z�rove oprav� v chyb a ur
� u chyb pr�v� tehdy� kdy� d�C� � �v )
u) ��

D�ukaz� P�edpokl�dejme nejprve� �e d�C� � �v) u)�� Obdr��me�li slovo x a pokud
m� nejbli��� k�dov
 slovo c ke slovu x vzd�lenost nejv	�e v a existuje�li alespo jedno
dal�� takov
 k�dov
 slovo d� m�me

�v ) u) � � d�c�d� � d�c�x� ) d�x�d� � �v�

co� je spor� Nutn� tedy m�me� �e pokud obdr��me slovo x a nejbli��� k�dov
 slovo c
ke slovu x m� vzd�lenost nejv	�e v� je toto k�dov
 slovo jedin
 s touto vlastnost� a

$�



$� KAPITOLA �� KDY OPRAVUJ�C� CHYBY

podle pravidla minim�ln� vzd�lenosti budeme spr�vn� dek�dovat� Obdr��me�li slovo
x a pokud m� nejbli��� k�dov
 slovo c ke slovu x vzd�lenost alespo v ) � a nejv	�e
u) v� p�i pou�it� v	�e uveden
 strategie dostaneme chybov
 hl��en��

P�edpokl�dejme nyn�� �e C je k�d opravuj�c� v chyb a ur�uj�c� u chyb� Nech' d�le
d�C� � �v ) u� Nutn� pak �v ) � � d�C�� V�me� �e existuj� dv� rzn� k�dov� slova
c a d tak� �e k ( d �c�d� ( d�C�� M�eme pak p�edpokl�dat� �e se c a d li�� na
prvn�ch k ( d�C� m�stech� p�i�em� �v ) � � k � �v ) u �jinak provedeme permutaci
sou�adnic�� Uva�me nyn� obdr�en
 slovo x� kter
 se shoduje se slovem c na prvn�ch v
pozic�ch� d�le se shoduje se slovem d na dal��ch k � v pozic�ch a shoduje se s ob�ma
slovy c a d na posledn�ch n� k pozic�ch� tj�

x ( x� � � � xv� �z �
shoduje se s c

xv�� � � � xk� �z �
shoduje se s d

xk�� � � � xn� �z �
shoduje se s ob�ma

�

Nutn� pak d�c�x� ( k � v� d�d�x� ( v � v� v ) � � k � v � v ) u� Je�li tedy c
odesl�no a x je obdr�eno� nutn� je pak po�et chyb p�i p�enosu �tj� ��slo k � v� mezi
v ) � a v ) u� uva�ovan� strategie by n�m m�la d�t na v	stupu chybov
 hl��en�� ale
m�sto toho n�m dek�duje x nespr�vn� na d�

De�nice� �n�M� d��k�d C se naz	v� maxim�ln�� pokud nen� obsa�en v ��dn
m v�t��m
k�du se stejnou minim�ln� vzd�lenost� tj� nen� obsa�en v ��dn
m �n�M ) �� d��k�du�

Je z�ejm
� �e pro ka�d	 k�d C m�eme v�dy naj�t maxim�ln� k�d C �� kter	 jej
obsahuje� P�itom plat�

V�ta ��� �n�M� d��k�d C je maxim�ln� pr�v� tehdy� kdy� pro v�echna slova x existuje
k�dov� slovo c s vlastnost� d�x� c� � d�

D�ukaz� �n�M� d��k�d C je maxim�ln� pr�v� tehdy� kdy� nen� obsa�en v ��dn
m
�n�M ) �� d��k�du� P�edpokl�dejme� �e existuje slovo x tak� �e pro v�echna k�dov�
slova c plat� d�x� c� � d� Polo��me�li C � ( C�fxg� je pak evidentn� C � �n�M)�� d��k�d
obsahuj�c� k�d C�

Obr�cen�� nech' pro v�echna slova x existuje k�dov
 slovo c s vlastnost� d�x� c� �
d� P�edpokl�dejme� �e k�d C nen� maxim�ln� tj� existuje �n�M ) �� d��k�d obsahuj�c�
k�d C� Vyberme slovo x � C � � C� Pak ale existuje k�dov
 slovo c � C � C � tak� �e
d�C �� � d�x� c� � d� spor�

Poznamenejme� �e pokud �n�M� d��k�d C nen� maxim�ln�� mohou nastat jak v	�
hodn
 tak nev	hodn
 situace p�i jeho roz���en� na maxim�ln� k�d C �� V�me� �e k�d C �
rovn�� oprav� b�

�
�d� ��c chyb� co� je dobr
 a p�itom C � m�e zak�dovat v�ce zdrojo�

v	ch symbol� co� je rovn�� dobr
� Ale zat�mco C m�e b	t p��padn� schopen opravit
v�ce ne� b�

�
�d � ��c chyb� k�d C � nebude nikdy schopen opravit v�ce ne� b�

�
�d � ��c

chyb�

$�
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P�	klad ��� Uva�me k�d C ( f������ �����g� kter� m� minim�ln� vzd�lenost ��
Tento k�d opravuje jednu chybu� ale je p	itom schopen opravit dal�� jin� chyby� Na�
p	�klad� pokud bylo odesl�no slovo ����� a p	ijato slovo ������ bude toto slovo spr�vn�
dek�dov�no �toti� d������� ������ ( �� d������� ������ ( ��� a
koliv p	i p	enosu na�
staly t	i chyby� Pokud ale dopln�me C do maxim�ln�ho k�du� bude dek�dov�n� chybn��

Z v	�e uveden
ho p��kladu vypl	v�� �e maxim�ln� k�dy jsou nejlep��� pokud n�s u
k�du pouze zaj�m� p�edem ur�en� schopnost opraven� chyby� Je tedy daleko obt��n�j��
zkoumat pravd�podobnost chyby p�i dek�dov�n� u k�d� kter
 nejsou maxim�ln�� Pro
maxim�ln� k�dy je to jednodu����

V�ta ���� Bu� C �n�M� d��k�d� Pak pro bin�rn� symetrick� kan�l s pravd�podobnost�
chyby p je p	i pou�it� dek�dovac�ho pravidla minim�ln�

P �nastala chyba p�i dek�dov�n�� � ��
b �
�
�d���cX
k��

�
n
k

	
pk��� p�n�k�

Je�li nav�c k�d C maxim�ln�� je

dX
k��

�
n
k

	
pk��� p�n�k � P �nastala chyba p�i dek�dov�n���

D�ukaz� Ka�d	 �n�M� d��k�d C opravuje evidentn� b�
�
�d � ��c chyb� Je tedy prav�

d�podobnost spr�vn
ho dek�dov�n� alespo tak velk� jako je pravd�podobnost� �e
nastane nejv	�e b�

�
�d� ��c chyb tj�

P �spr�vn
 dek�dov�n�� �
b �
�
�d���cX
k��

�
n
k

	
pk��� p�n�k�

M�me pak

P �nastala chyba p�i dek�dov�n�� ( �� P �spr�vn
 dek�dov�n��

� ��Pb �
�
�d���c

k��

�
n
k

	
pk��� p�n�k�

Bu� d�le �n�M� d��k�d C maxim�ln�� Pak� je�li p�eneseno slovo c a nastane�li d
nebo v�ce chyb� tj� d�c�x� � d� bude nutn� x bli��� k jin
mu k�dov
mu slovu d �( c
a tedy p�i pou�it� pravidla minim�ln� vzd�lenosti nastane dek�dovac� chyba� Proto�e
pravd�podobnost� �e nastane pr�v� k chyb p�i prchodem bin�rn�m symetrick	m
kan�lem� je �

n
k

	
pk��� p�n�k�

$�
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obdr��me n�sleduj�c� doln� hranici pro prav�podobnost dek�dovac� chyby

dX
k��

�
n
k

	
pk��� p�n�k � P �nastala chyba p�i dek�dov�n���

��m� je v�ta dok�z�na�

� Ekvivalence k�d� a konstrukce nov�ch k�d�

U�ite�n	m prost�edkem pro redukci mno�stv� pr�ce p�i nalezen� dobr	ch k�d je
pojem ekvivalence k�d� P�edpokl�dejme� �e m�me �n�M� d��k�d C� P�irozen	m zp�
sobem jeho prezentace je pomoc� matice o rozm�rechM�n� p�i�em� ��dky jsou rzn�
k�dov� slova�

P�edpokl�dejme nyn�� �e � je permutace mno�iny f�� �� � � � � ng a pro ka�d
 k�dov

slovo c � C budeme aplikovat transformaci � � C � C � de�novanou p�edpisem ��c� (
�c����� � � � � c��n��� Takovou transformaci naz	v�me pozi
n� permutac�� Podobn�� je�li �
permutace mno�iny /� pak pro ka�d	 index i� � � i � m�eme aplikovat transformaci

4�i � C � C � de�novanou p�edpisem 4�i�c�j (

�
cj pokud i �( j
��ci� pokud i ( j�

Mluv�me pak o symbolov� permutac�� Lze�li k�d C � z�skat z k�du C pomoc� kone�n

posloupnosti pozi�n�ch nebo symbolov	ch permutac�� ��k�me �e k�d C � je ekvivalentn�
k�du C�

P�	klad ��� P�edpokl�dejme� �e m�me k�d C d
lky � nad abecedou / ( fa� b� cg s
k�dov	mi slovy c�� c�� c
 a c	 tak� �e

C (

c�
c�
c

c	



����
a b c a c
b a b a b
b c c b a
c b a c a


���� �

Aplikujeme�li permutaci �� � �� � � �� � � � � � � ��� obdr��me pozi�n� permutaci
a k n� odpov�daj�c� ekvivalentn� k�d je

C � (
c��
c��
c�

c�	



����
c a b c a
b b a b a
a b c c b
a c b a c


���� �

$$
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Podobn�� aplikujeme�li permutaci �a � b� b � c� c � a� na prvn� sloupec k�du C ��
obdr��me symbolovou permutaci a k n� odpov�daj�c� ekvivalentn� k�d je

C �� (
c���
c���
c��

c��	



����
a a b c a
c b a b a
b b c c b
b c b a c


���� �

Lemma ��� Jsou�li C a C � ekvivalentn� k�dy� jsou mno�iny vzd�lenost� k�dov�ch slov
z C a C � stejn��

D�ukaz� Proto�e jak pozi�n� tak symbolov� permutace zachov�vaj� vzd�lenost per�
mutovan	ch slov� plat� tot
� i pro takovouto posloupnost permutac��

Lemma ��� Je�li C k�d d�lky n a u vektor d�lky n nad stejnou abecedou� pak existuje
k�d C �� kter� je ekvivalentn� s C a obsahuje vektor u�

D�ukaz� Prvn� k�dov
 slovo c� lze p�ev
st na u pomoc� nejv	�e n symbolov	ch per�
mutac��

De�nice� Bu� x�y bin�rn� slova d
lky n� Pr�nik x�y bin�rn�ch slov x a y je bin�rn�
�et�zec d
lky n� kter	 m� jedni�ku p�esn� na t�ch m�stech� na kter	ch ji maj� ob� slova
x a y� V�ude jinde m� pak nuly� Jinak �e�eno� x � y ( x� � y�x� � y� � � � xn � yn�

Plat� pak n�sleduj�c� jednoduch
 lemma�

Lemma ��� Jsou�li x a y bin�rn� 	et�zce d�lky n� pak

d�x�y� ( w�x� ) w�y�� �w�x � y��

D�ukaz� Polo�me A�� ( fi � � � i � n� xi ( yi ( �g� a�� ( card�A���� A�� ( fi �
� � i � n� xi ( �� yi ( �g� a�� ( card�A���� A�� ( fi � � � i � n� xi ( �� yi ( �g�
a�� ( card�A���� A�� ( fi � � � i � n� xi ( �� yi ( �g� a�� ( card�A���� Pak plat�

d�x�y� ( a�� ) a�� ( �a�� ) a��� ) �a�� ) a���� �a��
( w�x� ) w�y�� �w�x � y��

��m� je lemma dok�z�no�

$"
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De�nice� Postup� p�i kter
m p�id�me ke v�em k�dov	m slovm z dan
ho k�du jednu
nebo v�ce dodate�n	ch pozic� a tedy zv	��me d
lku k�du� se naz	v� roz��	en� k�du�

Nejzn�m�j�� metoda roz���en� k�du se naz	v� kontrola parity� Pro jednoduchost
uva�me bin�rn� p��pad�

Je�li C bin�rn� �n�M� d��k�d� budeme konstruovat nov	 k�d n�sledovn�� Ke ka��
d
mu k�dov
mu slovu c ( c�c� � � � cn � C p�id�me dodate�n	 bit tak� �e nov
 v	sledn

k�dov
 slovo bude m�t sudou v�hu� Tedy� m�lo�li c lichou v�hu� p�id�me jedni�ku�
m�lo�li c sudou v�hu� p�id�me nulu� Ozna��me�li tedy v	sledn
 slovo jako c� m�me

c (

�
c�c� � � � cn� pokud w�c� je sud��
c�c� � � � cn� pokud w�c� je lich��

Nov	 k�d C m� pak d
lku n ) � a velikost M � Minim�ln� vzd�lenost k�du C
bude bu� d nebo d ) � a toto ��slo bude z�viset na tom� zda bude d sud
 nebo lich

��slo� Toti�� proto�e v�echna k�dov� slova v C maj� sudou v�hu� bude vzd�lenost
mezi ka�d	mi dv�ma slovy sud
 ��slo �to plyne z lemmatu ����� Je tedy i minim�ln�
vzd�lenost k�du C sud
 ��slo� Nutn� pak dost�v�me� �e� je�li d�C� ( d sud
 ��slo a
nast�v� pro pro slova c� d� pak nutn� maj� ob� slova stejnou paritu a tedy nutn� plat�
d�c�d� ( d�c�d�� Je tedy d�C� ( d�C�� Nech' je minim�ln� vzd�lenost k�du C lich

��slo a nast�v� pro pro slova c� d� pak nutn� m� jedno ze slov sudou paritu �nap��klad
c� a druh
 lichou paritu �d�� Pak w�c� ( w�c�� w�d�)� ( w�d�� w�c�d� ( w�c�d��
Tedy d�C� ) � ( d�C��

V obou p��padech pak m�me

b�
�
�d�C�� ��c ( b�

�
�d�C�� ��c�

Z toho pak plyne� �e se n�m p�i pou�it� kontroly parity nezv	�� schopnost opravit
chybu�

Obecn� pak� m�me�li k�dovou abecedu vybr�nu tak� �e n�m tvo�� kone�n
 pole�
�ekn�me Zp� kde p je prvo��slo� m�eme de�novat kontrolu parity jako

c ( c�c� � � � cncn��� kde cn�� ( �
nX
i��

cn�

De�nice� Postup� p�i kter
m odebereme ta k�dov� slova z dan
ho k�du� kter� se li��
na ur�en
 pozici i od ur�en
ho symbol s� a ze zb	vaj�c�ch slov tuto pozici odstran�me�
a tedy zkr�t�me d
lku k�du� se naz	v� zkr�cen� k�du typu xi ( s�

Je�li pak C �n�M� d��k�d� m� zkr�cen	 k�d C� d
lku n�� a minim�ln� vzd�lenost
alespo d� Opravdu� zkr�cen� k�du m�e m�t za dsledek podstatn
 zv�t�en� mini�
m�ln� vzd�lenosti tedy i schopnosti opravit nov
ho k�du� proto�e m�eme odstranit
ta k�dov� slova� kter� se ��patn� chovaj� vzhledem ke vzd�lenosti�� Samoz�ejm� ale
zkr�cen�m k�du se n�m zmen�� i po�et k�dov	ch slov� co� nen� zrovna l�kav
�

$%
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V�ta �� Bu� d lich� p	irozen� 
�slo� Pak existuje bin�rn� �n�M� d��k�d pr�v� tehdy�
kdy� existuje bin�rn� �n) ��M� d) ���k�d�

D�ukaz� Pokud existuje bin�rn� �n)��M� d)���k�d C� m�eme snadno zkonstruovat
bin�rn� �n�M� d��k�d� Jednodu�e vybereme dv� k�dov� slova c a d tak� �e d�c�d� (
d ) �� najd�me pozici� na kter
 se li�� a odebereme tuto pozici z ka�d
ho k�dov
ho
slova� Nov	 k�d ozna��me C �� Nutn� pak maj� nov� zkr�cen� slova c� a d� vzd�lenost
d�c��d�� ( d a ��dn� jin� dv� slova nemaj� od sebe men�� vzd�lenost ne� d� Celkem
je tedy C � bin�rn� �n�M� d��k�d�

Obr�cen�� p�edpokl�dejme� �e m�me bin�rn� �n�M� d��k�d D �d lich
�� K�d D�
kter	 vznikl jako k�d kontroly parity z D� m� d
lku n ) �� velikost M a minim�ln�
vzd�lenost d) ��

� Hlavn� probl
m teorie k�dov�n�

De�nice� Bu� d�na p�irozen� ��sla d� n� q� Polo�me Aq�n� d� jako�to maxim�ln� M
takov
� �e existuje q��rn� �n�M� d��k�d� Ka�d	 takov	 q��rn� �n�M� d��k�d naz	v�me
optim�ln��

&�sla Aq�n� d� hraj� �st�edn� roli v teorii k�dov�n� a na jejich nalezen� bylo vyna�
lo�eno velk
 �sil�� &asto se mluv� o hlavn�m probl�mu teorie k�dov�n�� V dal��m pro
ilustraci ur��me jist
 hodnoty Aq�n� d� pro mal
 hodnoty n a d a dok��eme obecn�
tvrzen� o t�chto ��slech�

Poznamenejme� �e abychom dok�zali� �e Aq�n� d� ( K pro jist
 p�irozen
 ��slo
K� sta�� ov��it� �e Aq�n� d� � K a n�sledn� naj�t vhodn	 q��rn� �n�K� d���k�d C� kde
d � d�� Pak toti� K � Aq�n� d�� � Aq�n� d��

V�ta ��� Je�li d sud� 
�slo� je A��n� d� ( A��n� �� d� ���

D�ukaz� Plyne okam�it� z v�ty ���� Toti� pak nutn� plat� A��n� d� � A��n� �� d� ��
a A��n� d� � A��n� �� d� ���

D�usledek ��� Je�li d sud� 
�slo a existuje bin�rn� �n�M� d��k�d� pak existuje bin�rn�
�n�M� d��k�d� ve kter�m maj� v�echna k�dov� slova sudou v�hu�

D�ukaz� Plyne okam�it� z v�ty ���� Toti� pak nutn� existuje bin�rn� k�d �n���M� d�
���k�d a pomoc� operace kontroly parity existuje bin�rn� �n�M� d��k�d� ve kter
m maj�
v�echna k�dov� slova sudou v�hu�
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N�sleduj�c� dva snadn
 v	sledky n�m budou ilustrovat� jak	m zpsobem m�eme
ur�it hodnoty A��n� d� pro mal
 hodnoty n a d� Pou�ijeme p�itom lemma ���� ze
kter
ho plyne� �e pro dan	 �n�M� d��k�d C existuje ekvivalentn� �n�M� d��k�d C �� kter	
obsahuje nulov
 slovo �samoz�ejm� za p�edpokladu� �e k�dov� abeceda obsahuje � �
jinak ji lze dodat z�m�nou za jin	 symbol�� M�eme tedy v dal��m p�edpokl�dat� �e
na�e k�dy obsahuj� nulov
 slovo�

V�ta ��� Plat� A���� �� ( ��

D�ukaz� Bu� C n�jak	 ���M� ���k�d� M�eme bez �jmy na obecnosti p�edpokl�dat�
�e  ( ���� � C� Proto�e d�C� ( �� libovoln
 dal�� k�dov
 slovo c z C mus� spl o�
vat d�c�  � � � a tedy mus� obsahovat alespo t�i jedni�ky� M�me tedy celkem p�t
mo�nost� pro nenulov� slova le��c� v C� a to

����� ����� ����� ����� �����

Ale ka�d� takov�to dv� slova maj� vzd�lenost nejv	�e � a tedy pouze jedno z nich
m�e b	t obsa�eno v C� Plat� tedy A���� �� � �� D�le plat�� proto�e C ( f����� ����g
je ��� �� ���k�d� m�me A���� �� � � a tedy celkem A���� �� ( ��

V�ta ��� Plat� A���� �� ( ��

D�ukaz� Bu� C n�jak	 ���M� ���k�d� M�eme bez �jmy na obecnosti p�edpokl�dat�
�e  ( ���� � C a p�itom pro vhodn
 c z C plat� d� � c� ( �� c� ( �� Uva�me
nyn� zkr�cen� C� typu x� ( �� V�me pak� �e  �� c� � C� a d� �� c�� ( �� D�le
v�me� �e A���� �� ( � a A���� �� ( A���� �� ( �� Tedy i card�C�� ( �� De�nuje
nyn� zkr�cen	 k�d C� jako�to zkr�cen� typu typu x� ( �� Pak bu�to card�C�� ( �
nebo card�C�� � � a d�C�� ( � a tedy nutn� jako v	�e card�C�� ( �� Celkem tedy
card�C�� ) card�C�� ( card�C� � �� Plat� tedy A���� �� � �� D�le plat�� proto�e
C ( f������ ������ ������ �����g je ��� �� ���k�d� m�me A���� �� � � a tedy celkem
A���� �� ( ��

V�ta �� Plat� n�sleduj�c��

�� Aq�n� d� � qn pro v�echna � � d � n�

�� Aq�n� �� ( qn�

�� Aq�n� n� ( q�

D�ukaz� Prvn� tvrzen� plat�� proto�e pro ka�d	 k�d C je C � Vn�q� tj� card�C� � qn�
Druh
 tvrzen� plyne z toho� �e uv���me�li C ( Vn�q�� m�me d�Vn�q�� ( �� T�et� ��st
plyne z toho� �e se k�dov� slova mus� li�it na v�ech pozic�ch a takov	ch k�dov	ch slov
m�eme vybrat nejv	�e q� Ale m�me� pro k�d D ( f � � � � �q!�g� �e D je �n� q� n��k�d�

"�
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n d ( � d ( � d("
� � � �
$ % � �
" �$ � �
% �� � �
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�$ ��$����"$ ��$���� �$��"

Tabulka ���� Hodnoty A��n� d�

U� pro mal
 hodnoty q� n a d nen� velikost Aq�n� d� zn�ma� N�sleduj�c� tabulka
shrnuje v�t�inu na�ich znalost� o A��n� d��

Poznamenejme� �e probl
m ur�en� A��n� d� je probl
mem kone�n	ch geometri��
Pro odhad Aq�n� d� plat� n�sleduj�c� jednoduch
 tvrzen��

V�ta ��� Pro v�echna n � ��

Aq�n� d� � qAr�n� �� d�� �����

D�ukaz� Bu� C k�d realizuj�c� hodnotu Aq�n� d�� Uva�me nyn� zkr�cen� Cj typu xn (
j� Pak nutn� card�Cj� � Aq�n��� d� �mohou toti� nastat pouze dva p��pady� card�Cj� (
�� co� evidentn� plat�� a K ( card�Cj� � �� kde pak Cj je �n � �� K� d���k�d� d� � d
a tedy tvrzen� rovn�� plat��� Celkem pak C (

Sq��
j�� Cj tj� Aq�n� d� (

Pq��
j�� card�Cj� �

qAr�n� �� d��

Cvi�en	 ��� �� Uka�te� �e A���� �� ( ��

� Doln� a horn� hranice Aq�n� d�� perfektn� k�dy

Ur�eme nejprve horn� hranici �sphere�packing upper bound� ��sla Aq�n� d��

Lemma ��� Nech( e ( b�
�
�d� ��c� Pak plat�

Aq�n� d�
eX

k��

�
n
k

	
�q � ��k � qn� �����
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D�ukaz� Bu� C k�d s minim�ln� vzd�lenost� d� pak� je�li Se�x� koule o polom�ru e se
st�edem x� m�me pro ka�dou dvojici k�dov	ch slov x a y� �e

Se�x� � Se�y� ( ��
Ale je evidentn�� �e

jSe�x�j (
eX

k��

�
n
k

	
�q � ��k� �����

Prav� strana nerovnosti ��� je celkov	 po�et slov d
lky n nad abecedou o q symbolech�
Lev� strana je po�et prvk obsa�en	ch v disjunktn�m sjednocen� koul�� jejich� st�edy
jsou navz�jem rzn� k�dov� slova� Maxim�ln� po�et takov	chto rzn	ch k�dov	ch
slov je Aq�n� d�� Tedy dost�v�me nerovnost ����

Podobn� plat�

Lemma ��� �Gilbert!Varshamova hranice�

Aq�n� d�
d��X
k��

�
n
k

	
�q � ��k � qn� �����

D�ukaz� Bu� C �n�M� d��k�d s maxim�ln�m po�tem k�dov	ch slov� Pak zcela jist�
neexistuje vektor z Vn�q�� C� jeho� vzd�lenost od v�ech k�dov	ch slov je alespo d�
jinak by toti�M nebyl maxim�ln� po�et k�dov	ch slov� Jinak �e�eno� koule o polom�ru
d mus� pokr	vat cel	 prostor Vn�q�� Ale to je p�esn� podm�nka ����

De�nice� Polom�r pokryt� blokov
ho k�du C je nejmen�� polom�r � takov	�

Fn
q �

�
c�C

S
�c��

Polom�r pokryt� je dal�� charakterizac� k�d� nem� v�ak tak hojn
 uplatn�n� jako
minim�ln� vzd�lenost�

V�ta ��� Nech( C je blokov� k�d d�lky n� Pak � je polom�r pokryt� k�du C pr�v�
tehdy� kdy� � ( maxf�Fnq minc�C d�c� f��

D"kaz# Nech' Fn
q �

S
c�C S
�c�� kde � je minim�ln�� Pak pro ka�d
 f � Fn

q existuje
c � C takov
� �e d�c� f� � �� a sou�asn� existuj� f � � Fn

q a c
� � C spl uj�c� d�c�� f �� ( ��

Z minimality � plyne� �e � ( maxf�Fnq d�f � C� ( maxf�Fnq minc�C d�c� f��
Naopak� nech' � ( maxf�Fnq minc�C d�c� f� ( maxf�Fnq d�f � C�� Pak pro v�echna

f � Fn
q plat� � � d�f � C� a existuj� f � � Fn

q a c� � C spl uj�c� rovnost a pro v�echna
c � C je � � d�c� f ��� P�edpokl�dejme� �e existuje s� � � s� takov
� �e ka�d
 f � Fn

q

je prvkem mno�iny fx � Fn
q j d�c� x� � sg pro n�jak
 c � C� To je ale spor s existenc�

slov f � a c�� a tedy � je polom�r pokryt� k�du C�

"�
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Ide�ln� situace z ekonomick
ho pohledu je naj�t k�d C nad Vn�q� tak� �e pro jist

kladn
 t � � jsou v�echny prvky z Vn�q� obsa�eny v disjunktn�m sjednocen� koul�� je�
jich� st�edy jsou navz�jem rzn� k�dov� slova� Takov	 k�d se pak naz	v� perfektn�� Z
jeho de�nice je z�ejm
� �e perfektn� k�d dok��e pomoc� pravidla minim�ln� vzd�lenosti
opravit a� t chyb� a nedok��e opravit t) � chyb�

Je tedy nutn� podm�nka pro to� aby �n�M� d��k�d byl perfektn�� �e d je lich
 ��slo�
Celkem tedy je �n�M� d��k�d perfektn� pr�v� tehdy� kdy� M ( Aq�n� d� a

Aq�n� d�

d��
�X

k��

�
n
k

	
�q � ��k ( qn� �����

P�	klad ��� Z�ejm	m p��kladem perfektn�ho k�du je

�� ka�d	 k�d s pr�v� jedn�m k�dov	m slovem�

�� ka�d	 bin�rn� k�d s pr�v� dv�ma slovy lich	ch d
lek� nap�� �� � � � � a �� � � � ��

Tyto k�dy se naz	vaj� trivi�ln� perfektn� k�dy�

V�ta �� �Singletonova hranice� Plat�

Aq�n� d� � qn�d��� ���$�

D�ukaz� Bu� C n�jak	 �n�M� d��k�d� Pokud odstran�me posledn�ch d � � pozic z
ka�d
ho k�dov
ho slova z C� mus� b	t nutn� v	sledn� zkr�cen� slova navz�jem rzn�
�jinak by pvodn� slova musela m�t vzd�lenost � d� ��� Ale po�et v�ech slov d
lky
n� �d� �� je pr�v� qn�d�� tj� Aq�n� d� � qn�d���

Lemma ��� Bu� M p	irozen� 
�slo� Pak funkce f � f�� � � � �Mg � N de�novan�
jako f�k� ( k�M � k� nab�v� sv�ho maxima pro

k (

�
M
�

pokud M je sud

M	�
�

pokud M je lich

a f�k� (

�
M�

	
pokud M je sud


M���
	

pokud M je lich
�

D�ukaz� Dkaz okam�it� plyne ze vztahu
p
a � b � �

�
�a) b� a z prb�hu funkce f �

V�ta ��� �Plotkinova hranice� Je�li n � �d� m�me

A��n� d� � �b d

�d� n
c� ���"�

"�
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D�ukaz� Bu� C ( fc�� � � � � cMg n�jak	 �n�M� d��k�d� Uva�me sou�et S (
P

i�j d�ci� cj��
To nen� nic jin
ho� ne� sou�et v�ech vzd�lenost� k�dov	ch slov z C� Proto�e ale

d � d�ci� cj� pro v�echna i� j a m�me pr�v�

�
M
�

	
dvojic k�dov	ch slov z C� plat�

S (
X
i�j

d�ci� cj� � d

�
M
�

	
� ���%�

Pokusme se nyn� spo��tat S t�m� �e se pod�v�me na ka�dou pozici zvl��'� Uva�me
tedy k�dov� slova ve tvaru

c� ( c�� c�� � � �c�n
c� ( c�� c�� � � �c�n

���
cM ( cM�cM�� � �cMn�

M�me pak� pro v�echna j� � � j � n� �e pokud kj bit slova c�j � � � cMj je rovno � a
zb	vaj�c�ch M �kj bit je nulov	ch� pak tyto bity p�isp�j� k sou�tu v�ech vzd�lenost�
��slem f�kj� ( kj�M�kj�� M�me tedy celkem �proto�e v�ech sloupc je n� S � nf�k��
Zejm
na tedy plat�

S � nf�k� (

�
nM�

	
pokud M je sud


nM���
	

pokud M je lich
�

D�me�li ob� nerovnosti dohromady� m�me

�
M
�

	
� d �

�
nM�

	
pokud M je sud


nM���
	

pokud M je lich
�

Po jednoduch
 �prav� pak obdr��me

M �
�

�d
�d�n

pokud M je sud

n

�d�n
� �d

�d�n
pokud M je lich
�

polo�me a ( �d
�d�n

� Pak m�me

M �
� b�ac pokud M je sud

b�ac � � pokud M je lich
�

P�edpokl�dejme nejprve� �e k � a � k) �
�
pro n�jak
 p�irozen
 ��slo k� Pak b�ac (

�k a �bac ( b�ac� M�me tedy� nez�visle na parit� M � �e M � �bac� P�edpokl�dejme
nyn�� �e k ) �

�
� a � k ) � pro n�jak
 p�irozen
 ��slo k� Pak b�ac ( �k ) � a

�bac ( �k� Je�li M lich
� m�me M � b�ac � � ( �k ( �bac a� je�li M sud
� m�me
M � b�ac � � ( �k ) � tj� (M � �k ( �bac�

Nutn� tedy celkem M � �b d
�d�n

c�

"�
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Lemma ��� Bu� k p	irozen� 
�slo� Pak A���k � �� �k � �� � %k a A���k� �k� � %k�

D�ukaz� Ov��me nejprve� �e A���k� �k� � %k� V�me ale� �e A���k� �k� � �A���k �
�� �k� � �b�k

�
c ( %k dle ��"� Proto�e d�le plat� A���k � �� �k � �� ( A���k� �k� � %k�

tvrzen� je dok�z�no�

Cvi�en	 ��� �� Uka�te� �e �# � A����� �� � #��

�� Uka�te� �e pro v�echna p	irozen� 
�sla q� parametry n ( �qr � ����q � ��� M (
qn�r� d ( �� kde r je n�jak� p	irozen� 
�slo � �� spluj� podm�nku "�! proto�
aby se jednalo o perfektn� k�d� Poznamenejme� �e a
koliv tyto parametry spluj�
"�! pro ka�d� p	irozen� 
�slo q� byla vyslovena hypot�za� �e p	�slu�n� perfektn�
k�dy existuj� pr�v� tehdy� kdy� je q mocnina prvo
�sla�

� Line�rn� k�dy

P�edpokl�dejme� �e C je k�d s minim�ln� vzd�lenost� d ( �e ) � a lze tedy pomoc�
metody nejbli���ho k�dov
ho slova opravit a� e chyb� M��li k�d C m�lo prvk� jedn�
se o velmi praktickou metodu� V p��pad�� �e ��slo jCj bude velk
� bude tato metoda
opravdu velmi �asov� n�ro�n�� proto�e mus�me srovn�vat p�ijat	 vektor y s velk	m
mno�stv�m k�dov	ch slov� To je dvod pro studium v�ce strukturovan	ch k�d� jako
jsou nap�� line�rn� k�dy�

P�edpokl�dejme tedy� �e po�et prvk q na�� abecedy je prvo��seln� mocnina pm�
M�eme tedy pova�ovat / za t�leso Fq o q�prvc�ch�

Bu� d�le Vn�q� vektorov	 prostor dimenze n nad t�lesem Fq� Typick	 prvek to�
hoto vektorov
ho prostoru budeme ps�t jako�to x ( �x�� � � � � xn�� ob�as pak zkr�cen�
jako�to x ( x� � � � xn� kde xi � Fq�

Line�rn� k�d C nad / je de�nov�n jako�to podprostor prostoru Vn�q�� M��li tento
podprostor dimenzi k� mluv�me o -n� k.�k�du nebo� chceme�li speci�kovat minim�ln�
vzd�lenost� mluv�me o -n� k� d.�k�du� Proto�e ka�d	 k�dimenzion�ln� podprostor nad
Fq m� qk prvk� m�me�

Ka�d	 -n� k� d.�k�d nad Fq je �n� qk� d��k�d�

V	hoda line�rn�ch k�d je to� �e pomoc� k k�dov	ch slov d
lky n m�eme zcela
popsat k�d s pr�v� qk k�dov	mi slovy d
lky n� T�m dos�hneme obrovsk
 �spory
pam�ti� Toti� ka�d	 podprostor dimenze k je �pln� pops�n k line�rn� nez�visl	mi
vektory�

De�nujeme pak generuj�c� matici pro line�rn� -n� k.�k�d C jako�to libovolnou ma�
tici rozm�ru k � n� jej�� ��dky tvo�� k line�rn� nez�visl	ch k�dov	ch slov z C� P�ed�
pokl�dejme nyn�� �e G je generuj�c� matice k�du C a G� je matice� kterou m�eme
obdr�et z G pomoc� kone�n
 posloupnosti permutac� n�sleduj�c�ho typu�

"�
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�� z�m�na ��dk�

�� n�soben� ��dku nenulov	m skal�rem�

�� p�i�ten� k ��dku skal�rn� n�sobek jin
ho ��dku�

�� z�m�na sloupc�

�� n�soben� sloupce nenulov	m skal�rem�

Pak lze snadno uk�zat n�sleduj�c� tvrzen��

Lemma �� G� je generuj�c� matice k�du C �� kter� je ekvivalentn� s k�dem C�

D�ukaz� Sta�� uk�zat� �e ka�d� z operac� ��� odpov�d� vytvo�en� generuj�c� matice
G� k�du C �� kter	 je ekvivalentn� s k�dem C� Evidentn�� z�m�na ��dk� vyn�soben�
��dku nenulov	m skal�rem a p�i�ten� ��dk jsou operace takov
� �e dokonce k�d C �
je toto�n	 s k�dem C� Z�m�na sloupc v matici G znamen�� �e provedeme pozi�n�
permutaci ur�enou transpozic� sloupc� Vyn�soben� sloupce nenulov	m skal�rem je
symbolov� permutace tohoto sloupce �pracujeme nad t�lesem a pak je mno�ina ne�
nulov	ch skal�r grupou�� Jsou tedy odpov�daj�c� k�dy ekvivalentn� s k�dem C�

Lemma �� Bu� G matice typu k�n jej�� 	�dky jsou line�rn� nez�visl�� pak� aplikujeme�
li posloupnost operac� typu �����!� na G� je mo�n� G p	ev�st na matici G� ( -Ek� A.�
kde Ek je jednotkov� matice typu k � k�

D�ukaz� Dkaz je veden indukc� vzhledem ke k� Pokud k ( �� je tvrzen� evidentn��
Sta�� vyn�sobit ��dek matice G prvkem inverzn�m k prvku g��� P�edpokl�dejme� �e
tvrzen� plat� pro k a chceme jej dok�zat pro k)�� Proto�e hodnost matice G je k)�
existuje v matici G k ) � nez�visl	ch sloupc� Pomoc� operace typu ��� tyto sloupce
dostaneme na prvn�ch k ) � sloupc nov
 matice G�� Pak nutn� v k ) ��n�m sloupci
existuje nenulov	 prvek � jinak by hodnost matice nebyla k)�� Provedeme pak pomoc�
operace typu ��� z�m�nu p��slu�n
ho ��dku s posledn�m ��dkem� Nov	 posledn� ��dek
vyn�sob�me po �ad� vhodn	mi skal�ry a ode�teme jej od p�edchoz�ch ��dk tak� aby se
n�m k)��n� sloupec a� na posledn� ��dek vynuloval� Pak obdr��me matici G��� jejich�
prvn�ch k ��dk �po vynech�n� k ) ��n�ho sloupce� je matice typu k � �n� ��� kter�
m� hodnost k� Lze pak aplikovat induk�n� p�edpoklad a obdr��me matici� kter� m�
na prvn�ch k ��dc�ch submatici typu -Ek� A. �p�itom na vynechan	 k ) ��n� sloupec
budeme prov�d�t pouze ��dkov
 �pravy�� Snadno se zbav�me nenulov	ch prvk v
posledn�m ��dk na prvn�ch k�m�stech pomoc� operace typu ���� P�itom nutn� na
m�st� �k)�� k)�� je nenulov	 prvek� sta�� pak vyn�sobit prvkem k n�mu inverzn�m�

"$



�� POU�IT� LINE
RN�CH KD� ""

V dsledku ��� m�eme bez �jmy na obecnosti pracovat s generuj�c�mi maticemi
ve v	�e uveden
 standardn� form�� Jinou u�ite�nou vlastnost� line�rn�ch k�d je� �e
jejich minim�ln� vzd�lenost lze naj�t mnohem sn�ze� ne� v p��padu obecn	ch k�d�
M�me pak n�sleduj�c� v	sledek

V�ta �� Minim�ln� vzd�lenost d line�rn�ho k�du C je minim�ln� v�ha w v�ech ne�
nulov�ch vektor� z C�
D�ukaz� Bu� dminim�ln� vzd�lenost line�rn�ho k�du C a p�edpokl�dejme� �e x�y � C
tak� �e d�x�y� ( d� Pak x � y � C� w�x � y� ( d � w ( w�z� ( d�z�  � � d pro
vhodn	 vektor z � C�

� Pou�it� line�rn�ch k�d�

P�edpokl�dejme� �e C je line�rn� -n� k.�k�d nad Fq ( / a �e m� generuj�c� matice G
tvaru

G (



�����
r�
r�
���
rk


����� ( -Ek� A. �

kde ri jsou vektory d
lky n nad Fq a A je matice typu k� �n�k�� K�dov� slova k�du
C jsou vektory d
lky n tvaru

kX
i��

airi� ai � Fq�

Z�kladn� my�lenka zak�dov�n� je n�sleduj�c�� Pokud je zpr�va bran� jako posloup�
nost s ( �s�� � � � � sk�� zak�dujeme s pomoc� k�dov
ho slova c ( �c�� � � � � cn�� kde ci
jsou ur�ena p�edpisem

-c�� � � � � cn. ( -s�� � � � � sk. -Ek� A. � ���#�

tj� ci ( si pro � � i � k�

P�	klad ��� P�edpokl�dejme� �e k�d C nad t�lesem F
 �co� je t�leso zbytkov	ch t��d
po d�len� �� m� generuj�c� matici G tvaru

G (



�� � � � � � �
� � � � � �
� � � � � �


�� �

Je�li vstupn� zpr�va ze zdroje tvaru

������������ � � �

""
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rozd�l�me ji nejprve do blok d
lky t�i a obdr��me

��� j ��� j ��� j ��� j � � �
a pak zak�dujeme zdrojov� slova jako�to

��� � r� ) �r
 ( ������� ��� � r� ) r
 ( ������
��� � �r� ) r
 ( ������� ��� � r� ) �r� ) �r
 ( �������

Dostaneme tedy posloupnost

��� j ��� j ��� j ��� j ��� j ��� j ��� j ��� j � � �
Tedy jsme� p�i zdvojen� d
lky zpr�vy� zpomalili rychlost p�enosu na polovic� Zv	�ili

jsme ale spolehlivost�
Poznamenejme� �e vztah ��# je ekvivalentn� s rovnic�h

�A
� En�k

i
-c�� � � � � cn.


 (  � ������

Matice H (
h
�A
� En�k

i
se naz	v� matice kontroly parity k�du C� Zejm
na tedy

plat�� �e z � C pr�v� tehdy� kdy� H -z�� � � � � zn.

 (  �

P�itom matice H kontroly parity de�nuje jak vlastn� k�d C tak i p��slu�nou ge�
neruj�c� matici G� N�zev matice kontroly parity znamen�� �e na jist	ch kontroln�ch
m�stech jsou p�id�ny jist
 kontroln� sou�ty� kter
 zkontroluj� na�e k�dov� slova� Ob�as
budeme pro -n� k.�k�d ��kat� �e prvn�ch k slo�ek k�dov
ho slova je naz	v�no infor�
ma
n�mi znaky a zb	vaj�c�ch n � k slo�ek jsou symboly kontroly parity �kontroln�
znaky��

P�	klad ��� Ur�eme nyn� matici H kontroly parity z p��kladu $��� Ta m� tvar

H (



�� �� � �� � � �
�� �� � � � �
� �� �� � � �


�� (



�� � � � � � �
� � � � � �
� � � � � �


�� �

K�dov
 slovo ������ sest�v� z ze zpr�vov	ch ��sel ��� a symbol kontroly parity
���� Evidentn�� rovnost ���� je pro toto k�dov
 slovo �a v�echna zb	vaj�c�� spln�na�

Obecn� mus� tedy k�dov� slova splnit syst
m rovnic

�c� ) c
 ) c	 ( � c� ) �c� ) c� ( � �c� ) �c
 ) c� ( �� ������

Z�kladn� idea pro metodu opravov�n� chyb je vid�t na tomto p��klad�� P�edpokl��
dejme� �e na�e obdr�en
 slovo nespl uje prvn� a t�et� rovnici ���� v rovnic�ch kontroly
parity� Pak m�eme dedukovat� �e chybn� ��slice zpr�vy je ��slice c
� proto�e to je
jedin� ��slice� kter� se vyskytuje v obou rovnic�ch�

"%



�� PRAVIDLO MINIM
LN� VZD
LENOSTI PRO LINE
RN� KDY "#

V�ta ��� Je�li H matice kontroly parity k�du Cd�lky n� pak k�d C m� minim�ln�
vzd�lenost d tehdy a jen tehdy� kdy� ka�d�ch d� � sloupc� matice H je nez�visl�ch�
ale n�kter�ch d sloupc� je line�rn� z�visl�ch�

D�ukaz� Ozna�me po �ad� sloupce matice H jako h�� � � � �hn� P�ipome me� �e pro
ka�d	 ��dkov	 vektor -c�� � � � � cn. m�me

-c�� � � � � cn.H
T (

nX
i��

cip
T
i �

P�edpokl�dejme� �e d je minim�ln� po�et line�rn� z�visl	ch sloupc matice H� Pak
existuj� skal�ry c�� � � � � cn� z nich� je pr�v� d nenulov	ch tak� �e

-c�� � � � � cn.H
T (  T �

Ale to ne��k� nic jin
ho� �e c ( c� � � � cn � C� Proto�e wt�c� ( d� m�me d�C� �
wt�c� ( d� Obr�cen�� je�li c ( c� � � � cn � C k�dov
 slovo minim�ln� d
lky� pak nutn�
-c�� � � � � cn.HT (  T a tedy je d�C� sloupc z H odpov�daj�c�m d nenulov	m prvkm
line�rn� z�visl	ch� Je tedy d � d�C� tj� d ( d�C��

� Pravidlo minim�ln� vzd�lenosti pro line�rn� k�dy

Uva�me probl
m dek�dov�n� pro line�rn� k�dy� Je�li C -n� k.�k�d nad abecedou / ( Fq�
pak C obsahuje qk k�dov	ch slov d
lky n a po�et mo�n	ch obdr�en	ch vektor je qn�
Prohl��ec� tabulka� kter� by pro ka�d	 mo�n	 obdr�en	 vektor obsahovala �nejbli����
k�dov
 slovo by zab�rala p��li� velk
 mno�stv� pam�ti� dokonce pro mal� n a k� Jednou
z hlavn�ch v	hod pou��v�n� line�rn�ch k�d je� �e existuje elegentn� zpsob vyhnut�
se v	�e uveden
mu probl
mu�

Tento postup pop��eme pouze v bin�rn�m p��pad�� Roz���en� na jin
 abecedy mo�
hutnosti q ( pm� kde p je prvo��slo je bezprost�edn� i kdy� technicky n�ro�n�j���

P�edpokl�dejme� �e C je -n� k.�bin�rn� k�d� Proto�e je C podprostor vektorov
ho
prostoru Vn bin�rn�ch vektor d
lky n� mus� b	t C podgrupa aditivn� grupy Vn�

P�ipome me� �e 	�d kone�n
 grupy G je de�novan	 jako mohutnost jGj nosn

mno�iny G� tj� po�et prvk G a index -G � S. podgrupy S � G je po�et jG�Sj
rzn	ch �lev	ch� t��d rozkladu G podle S� P�itom �lev�� t��da ur�en� prvkem a � G
m� tvar Sa ( fsa � s � Sg� Speci�ln� je p�i�azen� a � Sa surjektivn� homomor�smus
G� G�S� P�itom dv� t��dy Sa� Sb jsou toto�n
 pr�v� tehdy� kdy� a ( s�b pro n�kter

s� � S� Prav
 n�soben� prvkem a je bijekce S � Sa a proto m� ka�d� �lev�� t��da
rozkladu stejn	 po�et prvk jako podgrupa S� Proto�e G je sjednocen� p��slu�n	ch
lev	ch t��d rozkladu� je po�et prvk cel
 grupy G stejn	 jako po�et t��d rozkladu kr�t
po�et prvk v S�

jGj ( jG�Sj � jSj�

"#
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Zejm
na tedy k�d C ur�uje soubor lev	ch t��d �koset�� podprostoru Vn a libovoln	
vektor a � Vn ur�uje jedin	 koset a) C ( fb � b ( a) c pro vhodn	 vektor c � Cg�

P�edpokl�dejme tedy� �e y je obdr�en	 vektor v tom p��pad�� �e jist
 k�dov
 slovo
bylo p�eneseno kan�lem� *ekneme� �e vektor e je mo�n� chybov� vektor vektoru y�
pokud existuje k�dov
 slovo c � C tak� �e

y� c ( e�

Speci�ln� je tedy interpretace n�sleduj�c�� vektor e je chybov	 vektor p�idru�en	
k obdr�en
mu vektoru� jestli�e je schopen reprezentovat jistou mo�nou posloupnost
chyb p�i p�enosu� N�sleduj�c� trivi�ln� pozorov�n� je kl��ov
�

Lemma ��� Je�li y obdr�en� vektor� je mno�ina mo�n�ch chybov�ch vektor� ten
koset mno�iny C� kter� obsahuje vektor y�

D�ukaz� Bylo�li obdr�eno slovo y� je vektor e chybov	 vektor pr�v� tehdy� kdy� exis�
tuje k�dov
 slovo c � C tak� �e y � c ( e� Ale C je podprostor� tedy i �c � C� tj�
e ( y ) c� a e � y) C�

Co to je dek�dov�n� podle pravidla minim�ln� vzd�lenosti0 To nen� nic jin
ho� ne�
nalezen� chybov
ho vektoru s minim�ln� vahou� Zn�me�li tedy� pro ka�d	 koset jeho
prvek minim�ln� v�hy� pak m�me z�klad pro dek�dov�n� podle pravidla minim�ln�
vzd�lenosti� *ekneme pak� �e vektor e je reprezentant kosetu H� jestli�e m� nejmen��
v�hu ze v�ech vektor obsa�en	ch v H ( e)C� Zdrazn�me� �e takov	to reprezentant
nemus� b	t vybr�n jednozna�n��

Algoritmus I

Krok �� Po p�ijet� vektoru y najdeme reprezentanta z� kosetu y� C�
Krok �� Vektor y pak dek�dujeme jako�to k�dov
 slovo y� z��

Evidentn�� Krok � m�e b	t velmi �asov� n�ro�n	� Urychl�me jej pou�it�m n�sle�
duj�c� vlastnost� line�rn�ch k�d�

Lemma ��� Dva vektory y� a y� le�� v t�m�e kosetu pr�v� tehdy� kdy�

Hy
� ( Hy
� �

D�ukaz� Dva vektory y� a y� le�� v t
m�e kosetu pr�v� tehdy� kdy� existuje k�dov

slovo c � C tak� �e

y� ( y� ) c

tj�
Hc
 ( H�y� � y��


 (  

tj�
Hy
� ( Hy
� �

%�



�� PRAVIDLO MINIM
LN� VZD
LENOSTI PRO LINE
RN� KDY %�

De�nujme syndrom kosetu H ( a ) C jako�to vektor Ha
 d
lky k� Evidentn�� je
tato de�nice korektn�� M�me tedy pro ka�d	 koset H jeho syndrom a jeho reprezen�
tanta kosetu� M�me�li tedy p�edem vypo�tenou tabulku� ve kter
 je pro ka�d	 syndrom
ur�en p��slu�n	 reprezentant� m�eme urychlit v	�e uvedn	 algoritmus n�sledovn��

Algoritmus II � poloe�cientn�

Krok �a� Po p�ijet� vektoru y najdeme syndrom Hy
�

Krok �b� Z v	�e uveden
 tabulky najdeme odpov�daj�c�ho reprezentanta z� kosetu
y� C�

Krok �� Vektor y pak dek�dujeme jako�to k�dov
 slovo y� z��

Plat� pak

V�ta ��� Algoritmus II pracuje jako�to dek�dovac� pravidlo podle minim�ln� vzd�le�
nosti pro line�rn� k�d C�

D�ukaz� Poznamenejme nejprve� �e ka�d
 obdr�en
 slovo y m�eme dek�dovat ja�
ko�to k�dov
 slovo� To je z toho dvodu� �e y a z� jsou ve stejn
m kosetu a tedy
y� z� � C� P�edpokl�dejme� �e existuje k�dov
 slovo c tak� �e

d�y�y� z�� � d�y� c��

To je ekvivalentn� s t�m� �e

d� � z�� � d�y� c�  �

tj� w�z�� � w�y� c��
Ale pak

H�y� c�
 ( Hy
 �Hc
 ( Hy
�

proto�e c je k�dov
 slovo� Zejm
na tedy m� y � c stejn	 syndrom jako y� le�� ve
stejn
m kosetu a a m� v�hu ost�e men�� ne� je v�ha reprezentanta kosetu z�� co� je
spor�

V dal��m budeme p�edpokl�dat� �e k�dov�n� a dek�dov�n� pro line�rn� -n� k.�k�d
C ( fc�� � � � � cM � c� (  p�i p�enosu bin�rn�m symetrick	m kan�lem s pravd�podob�
nost� chyby p bude prob�hat pomoc� n�sleduj�c� tabulky

D�le p�edpokl�dejme� �e ka�d	 reprezentant fi p��slu�n
ho kosetu m� v�hu wt�fi��
Plat� pak n�sleduj�c� tvrzen�� Ozna�me� pro � � j � n� wj po�et reprezentant v�hy
j�

%�
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V�ta ��� Bu� C bin�rn� line�rn� -n� k.�k�d� Pak pravd�podobnost spr�vn�ho dek�do�
v�n� p	i p	enosu bin�rn�m symetrick�m kan�lem je

P �spr�vn
 dek�dov�n�� (
sX

i��

pwt�fi���� p�n�wt�fi�

tj�

P �spr�vn
 dek�dov�n�� (
nX

j��

wjp
j��� p�n�j�

D�ukaz� Proto�e reprezentant fi p��slu�n
ho kosetu m� v�hu wt�fi�� pravd�podobnost�
�e n�m vznikne z c slovo d je stejn�� �e n�m vznikne z  p��slu�n	 reprezentant fi tj�

P �reprezentant je fi� ( pwt�fi���� p�n�wt�fi��

Pos��t�me�li p�es v�echny reprezentanty� obdr��me po�adovan
 tvrzen��

Nev	hody t
to k�dovac� metody lze nejl
pe vid�t na n�sleduj�c�m p��kladu�

P�	klad �� P�edpokl�dejme� �e C je bin�rn� k�d� jeho� generuj�c� maticeG je ur�ena
n�sledovn�

G (

�
� � � �
� � � �

�
�

Pak kontroln� matice H m� tvar

H (

�
� � � �
� � � �

�
�

K�dov� slova k�du C jsou

����� ����� ����� �����

P��slu�n� prohl��ec� tabulka m� tvar

Syndrom s Reprezentant z�
kosetu H� s ( Hz
�

�� ����
�� ����
�� ����
�� ����

�

 c� c
 � � � cM
f� f� ) c� f� ) c
 � � � f� ) cM
f
 f
 ) c� f
 ) c
 � � � f
 ) cM
���

���
���

���
���

fs fs ) c� fs ) c
 � � � fs ) cM

%�



�� BIN
RN� HAMMINGOVY KDY %�

P�edpokl�dejme tedy� �e jsme obdr�eli vektor y ( ����� Je ho syndrom je vektor
Hy
 ( ��� Odpov�daj�c� reprezentant je ����� je tedy slovo ���� dek�dov�no jako�to
����� Poznamenejme� �e tato prohl��ec� tabulka nen� ur�ena jednozna�n�� nap��klad
za reprezentanta syndromu �� lze vz�t vektor �����

V p��pad� bin�rn�ho -n� k.�k�du m�me pr�v� jVnj�jCj ( �n�k �obecn� pak qn�k�
rzn	ch koset� zejm
na tedy bude m�t prohl��ec� tabulka v Kroku ��b� pr�v� �n�k

rzn	ch polo�ek� Prohled�v�n� takov
to tabulky je pro velk� k� n velmi n�ro�n
� Av�ak
ostatn� v	hody t
to metody oprav uj� jej� �irok
 pou��v�n��

� Bin�rn� Hammingovy k�dy

Abychom ilustrovali d��ve uveden
 techniky� uva�me n�sleduj�c� p��klad� Omezme na�i
pozornost na bin�rn� p��klad� bu� r n�jak
 kladn
 cel
 ��slo a polo�me n ( �r � ��
D�le de�nujme kontroln� matici H jako�to matici typu r� ��r���� jej�� sloupce tvo��
v�echny navz�jem rzn
 nenulov
 vektory z Vr� Pak H je kontroln� matice bin�rn�ho
-n� k.�k�du� kde

n ( �r � �� k ( n� r�

Mluv�me pak o Hammingov� -n� k.�k�du �
Kl��ovou vlastnost Hammingov	ch k�d lze zformulovat v n�sleduj�c� v�t��

V�ta ��� Ka�d� Hamming�v k�d je perfektn� k�d opravuj�c� jednu chybu�

D�ukaz� Nejprve uka�m�� �e minim�ln� vzd�lenost ka�d
ho Hammingova k�du je ale�
spo �� Proto�e C je line�rn� k�d� je minim�ln� vzd�lenost d�C� rovna minim�ln� v�ze
vektor z C�

P�edpokl�dejme nejprve� �e C m� k�dov
 slovo u v�hy � s nenulov	m vstupem v
i�t
 sou�adnici� Pak plat�

Hu
 (  �

tj� i�t	 sloupec hi matice H je nulov	� co� nen� z de�nice matice H mo�n
� P�ed�
pokl�dejme d�le� �e C m� k�dov
 slovo v v�hy � s nenulov	mi vstupy v i�t
 a j�t

sou�adnic�ch� Pak plat�

Hv
 (  �

tj�
hi ) hj (  �

Proto�e pracujeme s bin�rn�mi k�dy� je nutn�

hi ( hj�

co� nen� mo�n
� je tedy d�C� � �� Uka�me� �e C je perfektn�� Poznamenejme� �e
ka�d� ��koule kolem k�dov
ho slova bude obsahovat pr�v� � ) n ( �r vektor d
lky
n ( �r � �� Proto�e C obsahuje pr�v� �k ( �n�r k�dov	ch slov� disjunktn� sjednocen�
t�chto ��koul� je pr�v� cel� mno�ina Vn vektor d
lky n� jich� je pr�v� �n ( �n�r ��r�

%�
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Dle�it	m dsledkem perfektnosti Hammingov	ch k�d je� �e

�� Pro Hammingv -n� k.�k�d jsou reprezentanti koset vektory z Vn v�hy � ��

To vede k n�sleduj�c�mu elegantn�mu dek�dovac�mu algoritmu pro Hammingovy
k�du� Nejprve poznamenejme�

�� Sloupce matice H lze p�em�stit tak� �e j�t	 sloupec matice H je pr�v� bin�rn�
reprezentace ��sla j�

Je�li obdr�en vektor y� spo�t�me jeho syndrom Hy� a p�edpokl�dejme� �e re�
prezentuje ��slo j� P�edpokl�d�me�li pouze jednu chybu� pravidlo minim�ln�
vzd�lenosti �(pravidlo maxim�ln� pravd�podobnosti� n�m d�v��

�a� Pokud j ( Hy� (  � pak nep�edpokl�d�me ��dnou chybu a y je k�dov

slovo�

�b� Pokud j ( Hy� �(  � pak p�edpokl�d�me chybu v j�t
 pozici a dek�dujeme
y jeho zm�nou v j�t
 pozici�

P�	klad ��� Hammingv -"� �.�k�d m� matici kontroly parity

H (



�� � � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �


�� �

P�edpokl�dejme� �e jsme obdr�eli vektor y ( ��� �� �� �� �� �� ��� Pak Hy
 ( ������
Tedy za p�edpokladu� �e nenastala v�ce ne� jedna chyba� p�edpokl�d�me� �e se chyba
vyskytla na prvn�m m�st� a dek�dujeme pak y jako�to y��

y� ( ��� �� �� �� �� �� ���

Cvi�en	 ���

�� Napi�te matici kontroly parity bin�rn�ho -��� ��� �.�k�du� Jak bychom dek�dovali
obdr�en� vektory�

�a� ������������������

�b� ������������������

� Cyklick
 k�dy

Diskutujme nyn� dle�itou skupinu line�rn�ch k�d� K�d C se naz	v� cyklick�� jestli�e
plat� n�sleduj�c� podm�nky�

%�
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�� C je line�rn��

�� pokud vektor w ( �w�� � � � � wn� � C� pak i vektor w� ( �wn� w�� � � � � wn��� � C�
Tyto k�dy maj� atraktivn� algebraick
 vlastnosti a m�eme je snadno sestrojit

pomoc� line�rn�ch posouvac�ch registr �bl��e viz -".��
Budeme d�le pracovat pouze v bin�rn�m p��pad� a b�hem tohoto paragrafu bu�

deme identi�kovat vektor
w ( �w�� � � � � wn�

s polynomem
w�x� ( w� ) w�x ) w
x

� ) � � �) wnx
n���

D�le budeme po��tat pouze v okruhu Rn bin�rn�ch polynom stupn� nejv	�e n� �
modulo polynom xn � �� Tedy Rn se skl�d� z polynom stupn� � n� � s koe�cienty
� a � tak� �e plat� n�sleduj�c� pravidla pro s��t�n� a n�soben� polynom�

a�x� ) b�x� (
Pn��

i�� �ai ) bi�xi

a�x� � b�x� ( a�x�b�x� mod �xn � ���

Z�kladn�m pozorov�n�m je n�sleduj�c� skute�nost� posunu v k�dov
m slov� odpo�
v�d� n�soben� odpov�daj�c�ho polynomu monomem x v okruhu Rn� Toti� w�x� � x (
w�x ) w�x

� ) w
x

 ) � � � ) wn��x

n�� ) wnx
n mod �xn � �� ( w�x ) w�x

� ) w
x

 )

� � �) wn��x
n�� ) wnx

��
Plat� pak n�sleduj�c� lemma

Lemma ��� Je�li w�x� polynomi�ln� reprezentace k�dov�ho slovaw � C� je i w�x�f�x�
k�dov� slovo pro ka�d� polynom f stupn� nejv��e n� ��

D�ukaz� Proto�e w�x� � C� je i xw�x� � C �posunut� o � m�sto doprava�� Nutn� tedy
pro ka�d
 p�irozen
 ��slo k plat�� �e xkw�x� � C� Ale proto�e je C line�rn� k�d� je i
libovoln� line�rn� kombinace k�dov	ch slov tvaru xkw�x� op�t v C� zejm
na tedy je
polynom f�x�w�x� v C�

Lemma ��� Je�li g�x� nenulov� polynom minim�ln�ho stupn� v C� pak g�x� generuje
k�d C v tom smyslu� �e ka�d� k�dov� slovo w�x� � C je tvaru

w�x� ( f�x�g�x�

pro vhodn� polynom f�x��

D�ukaz� P�edpokl�dejme� �e existuje w�x� � C� kter
 nelze napsat ve v	�e uveden
m
tvaru� Pak lze ps�t

w�x� ( q�x�g�x� ) r�x��

kde r�x� je zbytek po d�len� polynomem g�x� tj� jeho stupe je men�� ne� stupe 
polynomu g�x�� Ale nutn� q�x�g�x�� w�x� � C tj� r�x� � C tj� nutn� je r�x� nulov	
polynom� spor� Tedy je ka�d	 polynom z C n�sobkem g�x��

%�
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Mluv�me pak o polynomu g�x� jako�to o generuj�c�m polynomu k�du C� T�m pak
dostaneme velmi dobrou reprezentaci k�du C� P�ipome me d�le� �e cyklick	 k�d nen�
nic jin
ho ne� ide�l v okruhu polynomu a #�� plyne bezprost�edn� z toho� �e ka�d	
ide�l v okruhu polynom je hlavn� ide�l�

P�	klad ��� P�edpokl�dejme� �e n ( � a n�soben� je prov�d�no modulo polynom
x
 � �� Pak k�d

C ( f�� � ) x� x) x�� � ) x�g
je cyklick	 a generov�n polynome � ) x� Standardn� reprezentace k�du C sest�v� z
vektor

f��� �� ��� ��� �� ��� ��� �� ��� ��� �� ��g�

Lemma ��� Je�li C cyklick� k�d d�lky n s generuj�c�m polynomem g�x� ( g�)g�x)
� � �) gkx

k��� pak jeho generuj�c� matice typu �n� k ) ��� n m� tvar

G (



��������

g� g� g
 � � � gk � � � � � �
� g� g� � � � gk�� gk � � � � �
� � g� � � � gk�� gk�� gk � � � �
���

���
���

���
���

���
���

���
���

� � � � � � � � � � � � � � gk�� gk�� gk


��������
�

D�ukaz� Evidentn�� ��dky matice G jsou line�rn� nez�visl
� Uka�me� �e ka�d
 k�dov

slovo lze reprezentovat pomoc� t�chto ��dk� Je�li tedy c ( �c�� c�� � � � � cn��� k�dov

slovo� je odpov�daj�c� polynom

c�x� ( c� ) c�x ) � � �) cn��x
n��

tvaru
c�x� ( g�x�f�x� �mod�xn� � ���

pro jist	 polynom f stupn� nejv	�e � n� �� Ale to neznamen� nic jin
ho� ne� �e

c�x� (
n��X
i��

fix
ig�x� �mod�xn� � ����

tj� polo��me�li g�i��x� ( xig�x� a je�li g�i� odpov�daj�c� reprezentace polynomu g�i��x�
�i) ��n� ��dek matice G�� m�me

c (
n��X
i��

fig
�i��

%$
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Lemma �� Je�li g generuj�c� polynom cyklick�ho k�du d�lky n C� pak g d�l� polynom
�xn� � ���

D�ukaz� P�edpokl�dejme� �e tomu tak nen�� M�eme pak ps�t

xn � � ( g�x�q�x� ) r�x��

kde r�x� je nenulov	 polynom se stupn�m men��m ne� je stupe g� Proto�e q�x�f�x� �
C a r ( �qg v tomto okruhu� plyne z linearity� �e i r je k�dov
 slovo� tj� se nem�e
jednat o polynom minim�ln�ho stupn� a tedy r ( �� spor�

Lemma ��� Je�li d�n polynom p stupn� � n� pak mno�ina v�ech polynom� C (
fqp�mod�xn� � ��� � q je polynom stupn� � ng je cyklick� k�d d�lky n�

D�ukaz� Evidentn�� C je line�rn� k�d� Z�rove � je�li qp � C� je i xqp � C tj� C je
cyklick	 k�d�

�� Mariner�v k�d a Reed�Mullerovy k�dy

V tomto odstavci se budeme v�novat dal��m dv�ma p��kladm� kdy pomoc� klasick

modern� algebry byly zkonstruov�ny a vyvinuty nov
 t��dy k�d�

��	� Hadamardovy k
dy

K�dov�n� R��� �� pou�it
 v roce �#$# kosmick	m kor�bem Mariner # pro p�enos
fotogra�� z Marsu je speci�ln�m p��padem n�sleduj�c�ch obecn	ch k�d�

Nejprve si p�ipome me n�kter
 pojmy z modern� algebry� Hadamardova matice je
matice H typu n� n� jej�� koe�cienty jsou bu� )� nebo �� tak� �e

HHT ( nEn� ������

kde En je jednotkov� matice typu n� n�
Jsou�li d�le A a B �tvercov
 matice typu m �m a n� n� de�nujeme jejich Kro�

necker�v sou
in jako matici A� B typu mn�mn

A� B (



���
a��B a��B � � � a�mB
���

���
���

am�B am�B � � � ammB


��� � ������

P��m	m v	po�tem pak snadno dok��eme�

%"
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Lemma � �� Jsou�li H� a H� Hadamardovy matice� je jejich Kronecker�v sou
in
H� �H� Hadamardova matice�

D�ukaz� Po��tejmeG ( �H��H���H��H��T � Pak gij� i ( i)n��4i���� j ( j)n��4j����
Zejm
na gij (

Pm
l�� a�ila�jl�

Pn
k�� bikbjk�� Pokud i ( j� je nutn� 4i ( 4j a i ( j a tedy

i gii (
Pm

l�� a�ila�il�
Pn

k�� bikbik�� Ale
Pn

k�� bikbik ( n a tedy gii (
Pm

l�� a�ila�iln ( mn�
Nech' tedy i �( j� Pak bu� i �( j nebo 4i �( 4j� Nech' nap��klad 4i �( 4j� Pak gij (
�
Pm

l�� a�ila�jl��
Pn

k�� bikbjk� ( ��
Pn

k�� bikbjk� ( �� � Nech' tedy i �( j� Podobn�� gij (
�
Pm

l�� a�ila�jl��
Pn

k�� bikbjk� ( �
Pm

l�� a�ila�jl�� ( ��

Za�neme�li tedy s nejmen�� netrivi�ln� Hadamardovou matic�

H� (

�
� �
� ��

�
�

m�eme postupn� iterovat Kroneckerov	m sou�inem� abychom obdr�eli posloupnost
Hadamardov	ch matic s exponenci�ln� rostouc�m typem� Chceme�li pak tuto po�
sloupnost pou��t pro ��ely k�dov�n�� p�edpokl�dejme� �e H je Hadamardova matice
rozm�ru n� n� p�i�em� n je sud
� De�nujme pak A jako�to matici typu �n� n

A (

�
H

�H
�
�

Pak de�nujme M jako�to matici� kterou z�sk�me z matice A tak� �e nahrad�me
ka�d	 v	skyt �� v A ��slem ��

Snadno se ov��� n�sleduj�c� tvrzen�

Lemma � �� Hadamardovo k�dov�n	

�� Jsou�li x a y dva r�zn� 	�dky matice M � je pak vzd�lenost d�x�y� vektor� x a
y rovna 
�slu n

�
nebo n�

�� -�dky matice M tvo	� bin�rn� �n� �n� n
�
��k�d�

D�ukaz� Snadn
 cvi�en�� Toti�� vezmeme�li � rzn
 ��dky vznikl
 z H� nutn� je po�et
m�st� kde se ��dky li��� roven po�tu m�st� kde jsou oba ��dky stejn
� tj� d�x�y� ( n

�
�

Podobn�� vezmeme�li � rzn
 ��dky� z nich� jeden vznikl z H a druh	 z �H a z�rove 
oba z rzn	ch vektor z H� je nutn� op�t po�et m�st� kde se ��dky li��� roven po�tu
m�st� kde jsou oba ��dky stejn
� tj� op�t d�x�y� ( n

�
� P��pad� kdy oba ��dky vznikly

ze stejn
ho vektoru� n�m d�v� vzd�lenost rovnu n� Posledn� p��pad� kdy oba ��dky
vznikly z �H� se p�evede na prvn� p��pad� Zb	vaj�c� ��st tvrzen� je trivi�ln��

Provedeme�li v	�e uveden
 p�tkr�t za sebou na matici H�� obdr��me n ( �� a
to je p�esn� k�dov�n� pou�it
 Marinerem� K�dy z�skan
 v	�e uveden	m postupem se
naz	vaj� Hadamardovy k�dy�

%%
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��	� Reed�Mullerovo k
dov�n�

Tato prakticky dle�it� t��da k�d byla objevena I�S� Reedem a D�E� Mullerem v
roce �#��� Abychom mohli popsat tyto k�dy� budeme nejprve prezentovat jednoduch	
zpsob zkonstruov�n� nov	ch k�dov�n� ze star	ch pvodn�ch�

Lemma � �� Je�li d�n �n�M�� d�� bin�rn� k�dov�n� C� a jin� �n�M�� d�� bin�rn�
k�dov�n� C�� m��eme pak de�novat t	et� bin�rn� k�dov�n� C
 ( C� � C� jako�to

C
 ( f�u�u) v� � u � C��v � C�g�

P	itom C
 je ��n�M�M�� d
��k�d� kde

d
 ( minf�d�� d�g� ������

D�ukaz� Toti� d
lka k�dov	ch slov v C
 je nutn� �n a snadno se ov���� �e jich je pr�v�
M�M�� To plyne z toho� �e pokud �u��u� ) v�� ( �u��u� ) v�� je nutn� u� ( u� a
tedy i v� ( v�� Takov	chto uspo��dan	ch dvojic �u�v� je pr�v� M�M�� Zb	v� ov��it�
�e minim�ln� d
lka k�dov�n� C
� kterou zna��me d
� je rovna minf�d�� d�g� To je ale
z�ejm
� Toti�� je�li �u��u�)v�� �( �u��u�)v��� pak mohou nastat n�sleduj�c� p��pady

�� u� ( u�� pak d�v��v�� ( d��u��u� ) v��� �u��u� ) v��� � d��

�� v� ( v�� pak d�u��u�� ) d�u��u�� ( d��u��u� ) v��� �u��u� ) v��� � �d��

�� v� �( v� a v� �( v�� pak ozna��me�li In ( fi � �i�u�� �( �i�u��g� Ie ( fi �
�i�u�� ( �i�u��g� Jn ( fi � �i�v�� �( �i�v��g� Je ( fi � �i�v�� ( �i�v��g� je
d��u��u�)v��� �u��u�)v��� ( jInj) jJe�Inj) jJn�Iej ( jJnj)�jJe�Inj � d��

P�itom v prvn�m a druh
m p��pad� m�e pro vhodn� vybran
 dvojice nastat rovnost�
tj� tvrzen� plat��

De�nujme nyn� rekurzivn� Reed�Muller�v k�d C�r�m� p�edpisem�
Pro v�echna nez�porn� cel� ��sla m a r takov�� �e � � r � m� de�nujeme C�r�m�

jako�to k�d d
lky n ( �m takov	� �e

C��� m� ( f � �g� ������

kde  ( ��� �� � � � � �� a � ( ��� �� � � � � ��� C�m�m� je mno�ina v�ech bin�rn�ch vektor
d
lky n ( �m tj� C�m�m� ( ��

m

a

C�r ) �� m) �� ( C�r ) �� m� � C�r�m� ����$�

%#
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pro r � m� M�eme pak tyto k�dy konstruovat n�sledovn��

m ( � C��� �� ( f��� ��g
C��� �� ( f��� ��� ��� ��g

m ( � C��� �� ( f����� ����g
C��� �� ( C��� �� � C��� ��

( f����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����g
atd� Aplikujeme�li nyn� lemma ����� obdr��me n�sleduj�c� v�tu�

V�ta � �� Pro v�echna nez�porn� cel� 
�sla m a r takov�� �e � � r � m je Reed�
Muller�v C�r�m� bin�rn� k�d charakteristiky �nr�Mr� dr�� kde

�� Mr ( �a� kde a (
Pr

i��

�
m
i

	
( � )

�
m
�

	
) � � �)

�
m
r

	
�

�� nr ( �m�

�� dr ( �m�r�

D�ukaz� Dkaz povedeme indukc� vzhledem k de�nici C�r�m�� Toti� pro C��� m� (
f � �g je po�et slov M� roven dv�ma a proto�e z�rove nutn� a ( �� prvn� ��st
tvrzen� pro C��� m� plat�� Proto�e d
lka nr vektor je dle de�nice �m� plat� druh� ��st
tvrzen�� Proto�e k�d obsahuje pouze dva vektory� kter
 se li�� na nr ( �m m�stech� je
vzd�lenost k�du rovna nr ( �m�� ( dr� Uva�me nyn� k�d C�m�m�� co� je mno�ina
v�ech bin�rn�ch vektor d
lky n ( �m ( nm� Je tedy v na�em p��pad� a ( n a
tedy i Mm ( �a�Vzd�lenost k�du je pak nutn� � ( �m�m� V�nujme se nyn� p��padu
C�r ) �� m) �� ( C�r ) �� m� � C�r�m�� Z induk�n�ho p�edpokladu a lemmatu ����
v�me� �e

Mr�� ( �

Pr��

i��

�
m
i

	
� �
Pr

i��

�
m
i

	
( �

Pr��

i��

�
m
i

	
�
Pr

i��

�
m
i

	
( �

Pr��

i��

�
m
i

	
�

D�le v�me� �e nr�� ( � � �m ( �m�� a dr�� ( minf� � �m�r��� �m�rg ( �m�r (
�m����r����

Probl�my ��� �� Uka�te� �e pokud plat�

�a� �k
Pd��

i��

�
n� �
i

	
� �n�

pak existuje bin�rn� line�rn� -n� k.�k�d s minim�ln� vzd�lenost� alespo d� Tud��
odvo�te� �e

#�
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�a� �k � A��n� d��

kde k je nejv�t�� p	irozen� 
�slo splnuj�c� nerovnost ���� N�vod� Zkonstruujte
matici H typu �n� k�� n� takovou� �e jej� hodnost je nejv��e d� ��

�� Uka�te� �e je�li H Hadamardova matice 	�du n� je nutn� n ( �� � nebo je n
n�sobek �� Poznamenejme� �e existuje hypot�za� �e pokud n je n�sobek 
ty	�
existuje Hadamardova matice 	�du n�

#�
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N	hodn� jevy a n	hodn� veli�iny

Tento dodatek obsahuje z�kladn� pojmy nutn
 pro pochopen� prob�ran
 l�tky� Je
zalo�en na skriptech -�.�

� M��iteln� prostor a vztahy mezi n�hodn�mi jevy

Nepr�zdnou mno�inu mo�n	ch v	sledk n�hodn
ho pokusu zna��me + a naz	v�me
ji z�kladn� prostor � Mo�n
 v	sledky n�hodn
ho pokusu zna��me �t� t � T � kde T je
indexov� mno�ina�

Syst
m podmno�in A z�kladn�ho prostoru +� kter	

�� obsahuje z�kladn� prostor�

�� s ka�d	mi dv�ma mno�inami obsahuje i jejich rozd�l�

�� obsahuje�li ka�dou ze spo�etn
 posloupnosti mno�in� obsahuje i jejich sjednocen�

se naz	v� jevov� pole �
Poznamenejme� �e m��li z�kladn� prostor alespo dva prvky� nen� jevov
 pole

uveden	mi t�emi axiomy ur�eno jednozna�n��
Je�li A � A� �ekneme� �e A je n�hodn� jev vzhledem k jevov
mu poli A� Dvojici

�+�A� nazveme m�	iteln� prostor � mno�inu + pak nazveme jist� jev� mno�inu �
nemo�n� jev� Prvek � � + nazveme element�rn� jev� Nech' I je libovoln� nepr�zdn�
indexov� mno�ina� Pak

T
i�I Ai zna�� spole
n� nastoupen� n�hodn�ch jev� Ai� i � I

a
S
i�I Ai zna�� nastoupen� alespo jednoho z n�hodn�ch jev� Ai� i � I� Ai ( + � Ai

zna�� opa
n� n�hodn� jev k n�hodn�mu jevu Ai� i � I� P�itom to� �e � � Ai� i � I
znamen�� �e mo�n� v�sledek � je p	�zniv� jevu Ai�

Nech' i� j � I� Pak Ai�Aj znamen� nastoupen� jevu Ai za nenastoupen� jevu Aj�
Aj � Ai znamen�� �e n�hodn� jev Aj m� za d�sledek n�hodn� jev Ai a Ai � Aj ( �
znamen�� �e n�hodn
 jevy Ai a Aj jsou neslu
iteln��

#�
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� Pravd�podobnostn� prostor

Nech' �+�A� je m��iteln	 prostor� Pravd�podobnost� rozum�me re�lnou mno�inovou
funkci P � A� R� kter� je

�� nez�porn� �pro v�echna A � A je P �A� � ���

�� spo�etn� aditivn� ���i����j�i��Ai � Aj ( � (
 P �
S�
i��Ai� (

P�
i�� P �Ai���

�� normovan� �P �+� ( ���

Trojice �+�A� P � se naz	v� pravd�podobnostn� prostor� Za p�edpokladu� �e A �(
f��+g� nen� pravd�podobnost P uveden	mi t�emi axiomy jednozna�n� ur�ena�

� Klasick� pravd�podobnost

Nech' z�kladn� prostor + je kone�n� nepr�zdn� mno�ina a nech' jevov
 pole A ob�
sahuje v�echny podmno�iny z�kladn�ho prostoru tj� A ( ��� Ozna�me m�+� ( j+j
po�et v�ech mo�n	ch v	sledk a pro libovoln	 jev A � A ozna�me m�A� ( jAj po�et
mo�n	ch v	sledk p��zniv	ch jevu A� Pak re�lnou funkci P � A� R de�novanou pro
v�echna A � A vztahem

P �A� (
m�A�
m�+�

nazveme klasick� pravd�podobnost� V�em element�rn�m jevm pak p�i�azujeme stej�
nou pravd�podobnost �

m���
� Nen��li tato podm�nka spln�na� nelze klasickou pravd��

podobnost pou��t�

V�ta ��� Bu�te A�� � � � � An � A libovoln� n�hodn� jevy� Pak plat�

P �
Sn
i��Ai� (

Pn
i�� P �Ai��P

��i�j�n P �Ai � Aj� ) � � �)
����lP��i������il�n P �Ai� � � � � � Ail� ) � � �) ����n��P �A� � � � � � An��

� Podm�n�n� pravd�podobnost

Nech' �+�A� P � je pravd�podobnostn� prostor� H � A n�hodn	 jev s nenulovou prav�
d�podobnost�� Pro ka�d
 A � A de�nujeme podm�n�nou pravd�podobnost vzorcem

P �AjH� (
P �A �H�
P �H�

�

V�ta ��� V�ta o n�soben	 pravd�podobnost	 Nech( �+�A� P � je pravd�podob�
nostn� prostor� A�� � � � � An � A n�hodn� jevy takov�� �e P �A� � � � � � An��� � �� Pak
plat�

P �A�� � � ��An� ( P �A�� �P �A�jA�� �P �A
jA��A�� � � � � �P �AnjA��A�� � � ��An����

#�



�� STOCHASTICKY NEZ
VISL� N
HODN� JEVY #�

Nech' �+�A� P � je pravd�podobnostn� prostor a nech' je d�n rozklad �Hi � i � I�
z�kladn�ho prostoru + na nejv	�e spo�etn� mnoho jev Hi o nenulov	ch pravd�po�
dobnostech P �Hi�� *�k�me� �e je d�n �pln� syst�m hypot�z� Potom

�� pro libovoln	 jev A � A plat� formule �pln� pravd�podobnosti�

P �A� (
X
i�I

P �Hi� � P �AjHi��

�� pro n�hodn	 jev A s nenulovou pravd�podobnost� a pro libovoln	 jev Hk z
�pln
ho syst
mu hypot
z plat� �� Bayes�v vzorec�

P �HkjA� ( P �Hk� � P �AjHk�P
i�I P �Hi� � P �AjHi�

�

�� pro n�hodn	 jev A s nenulovou pravd�podobnost� a pro libovoln	 jev B � A
plat� �� Bayes�v vzorec�

P �BjA� (
P

i�I P �Hi� � P �AjHi� � P �BjA �Hi�P
i�I P �Hi� � P �AjHi�

�

Pou�it� �� Bayesova vzorce� V souladu s textem �lohy stanov�me jevy Hi� i � I� kter

se navz�jem vylu�uj� a p�itom vy�erp�vaj� v�echny mo�nosti� Jeden z nich mus� b	t
n�hodn	 jev� jeho� pravd�podobnost n�s zaj�m�� Jev� o n�m� je v �loze �e�eno� �e
skute�n� nastal� ozna��me A� Pak pro i � I vypo�teme apriorn� pravd�podobnosti
P �Hi� a podm�n�n
 pravd�podobnosti P �AjHi�� Dosazen�m do �� Bayesova vzorce
vypo�teme aposteriorn� pravd�podobnost P �HkjA��
Pou�it� �� Bayesova vzorce� Stanov�me op�t �pln	 syst
m hypot
z Hi� i � I� Jev�
kter	 skute�n� nastal� ozna��me A a n�hodn	 jev� na jeho� pravd�podobnost se pt�me�
ozna��me B� Pak pro i � I vypo�teme apriorn� pravd�podobnosti P �Hi� a podm��
n�n
 pravd�podobnosti P �AjHi� a P �BjA � Hi�� Dosazen�m do �� Bayesova vzorce
dostaneme pravd�podobnost P �BjA��

Charakteristick	 znak� kter	 odli�uje �lohy vedouc� na �� Bayesv vzorec od �loh
vedouc�ch na �� Bayesv vzorec spo��v� v tom� �e v prvn�m p��pad� se pt�me na
pravd�podobnost jevu� kter	 je toto�n	 s jednou z hypot
z� kde�to ve druh
m p��pad�
se pt�me na pravd�podobnost jevu� kter	 je zcela nov	 a nesouvis� s ostatn�mi jevy
v �loze popsan	mi�

� Stochasticky nez�visl
 n�hodn
 jevy

Nech' �+�A� P � je pravd�podobnostn� prostor� *ekneme� �e n�hodn
 jevy A�� A�� � � � � An

jsou stochasticky nez�visl� vzhledem k pravd�podobnosti P � jestli�e plat� multiplika�
tivn� vztahy�

#�
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�i � j � P �Ai � Aj� ( P �Ai� � P �Aj�
�i � j � k � P �Ai � Aj � Ak� ( P �Ai� � P �Aj� � P �Ak�

�
�
�

P �A� � � � � � An� ( P �A�� � � � � � P �An��

De�nici lze roz���it i na spo�etnou posloupnost jev� *ekneme� �e jevy A�� A�� � � � � Ak� � � � �
A jsou stochasticky nez�visl� vzhledem k pravd�podobnosti P � jestli�e pro v�echna
p�irozen� n jsou stochasticky nez�visl
 n�hodn
 jevy A�� A�� � � � � An�

Ov��ujeme�li stochastickou nez�vislost n�hodn	ch jev� mus�me prozkoumat plat�
nost v�ech multiplikativn�ch jev�

Je�li v textu �lohy �e�eno� �e jevy jsou stochasticky nez�visl
 a m�me�li stanovit
pravd�podobnost nastoupen� alespo jednoho z t�chto jev� vyu�ijeme de Morganova
pravidla a po��t�me

P �
n�
i��

Ai� ( P �
n�
i��

Ai� ( �� P �
n�
i��

Ai� ( ��
nY
i��

��� P �Ai���

� Borelovsk
 mno�iny a n�hodn
 veli�iny

Nech' n je p�irozen
 ��slo� Mno�inu Rn naz	v�me n�rozm�rn�m prostorem a mno�inu
R� ( RN naz	v�me spo
etn� rozm�rn�m prostorem�

Minim�ln� jevov
 pole naRn obsahuj�c� t��du v�ech interval ���� x�.����� x�.�
� � �� ���� xn. pro �x�� x�� � � � � xn� � Rn� naz	v�me n�rozm�rn�m borelovsk�m polem
B�n� a prvky tohoto pole naz	v�me n�rozm�rn�mi borelovsk�mi mno�inami� Podobn�
pro spo�etn
 borelovsk
 pole B����

Mezi borelovsk
 mno�iny pat�� zejm
na pr�zdn� mno�ina� cel	 kone�n� rozm�rn	
pop�� spo�etn� rozm�rn	 prostor� v�echny jednobodov
� kone�n
 resp� spo�etn
 mno�
�iny� v�echny intervaly� v�echny otev�en
 i uzav�en
 oblasti a v�echna nejv	�e spo�etn�
sjednocen� takov	ch mno�in� Kart
zsk	 sou�in borelovsk	ch mno�in je op�t borelov�
sk� mno�ina� ale vy��� dimenze�

Zobrazen� X � + � R se naz	v� n�hodn� veli�ina vzhledem k jevov
mu poli A�
jestli�e

�B � B � f� � + � X��� � Bg ( X���B� � A�

tj� �pln	 vzor ka�d
 borelovsk
 mno�iny je n�hodn	m jevem�
Obraz X��� se naz	v� ��seln� realizace n�hodn
 veli�iny X p��slu�n� k mo�n
mu

v	sledku �� Jestli�e nehroz� nebezpe�� nedorozum�n�� zapisujeme n�hodnou veli�inu
i jej� realizaci t	m� symbolem X� Mno�inu f� � + � X��� � Bg zkr�cen� zapisujeme
fX � Bg�

#$
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V�me� �e ka�d� mno�ina typu fX � Bg �kde B � B�n�� je jevem� Ve speci�l�
n�m p��pad� B ( fxg nebo B ( ���� x. p��eme jednodu�eji fX ( xg fX � xg�
Podm�nky mohou b	t vyjad�ov�ny logick	mi spojkami negace� konjunkce� disjunkce
a implikace� Jim odpov�daj� mno�inov
 operace komplement� prnik� sjednocen� a
relace mno�inov
 inkluze�

Z�pis odpov�daj�c� pravd�podobnosti zkr�t�me takto� P �f� � + � X��� � Bg� �(
P �X � B�� co� je pravd�podobnost� �e n�hodn� veli�ina X se realizuje v mno�in�
B� P �f� � + � X��� � Bgjf� � + � Y ��� � Cg �( P �X � BjY � C�� co� je
pravd�podobnost� �e n�hodn� veli�ina X se realizuje v mno�in� B za podm�nky� �e
n�hodn� veli�ina Y se realizuje v mno�in� C�

Funkce 5 � R � R de�novan� vztahem �x � R � 5�x� ( P �X � x� se naz	v�
distribu
n� funkce n�hodn� veli
iny X vzhledem k pravd�podobnosti P �

N�hodn� veli�ina X se naz	v� diskr�tn�� jestli�e existuje funkce ��x� nulov� v R s
v	jimkou nejm
n� jednoho a nejv	�e spo�etn� mnoha bod� kde je kladn� �vlastnost
D�� pro v�echna x � R je ��x� � ��� je normovan� �vlastnost D��

P�
x��� ��x� ( ��

kde se s��taj� jen kladn
 hodnoty� a plat� pro ni �x � R � 5�x� (
P

t�x ��t�� Tato
funkce se naz	v� pravd�podobnostn� funkce n�hodn
 veli�iny X� Krom� D�� D� m�
tyto vlastnosti� �x � R � ��x� ( P �X ( x�� je�li x� � R libovoln	� ale pevn� dan	
bod� pak ��x�� ( 5�x��� limxx��

5�x��
Pro diskr
tn� n�hodnou veli�inu je charakteristick
� �e nab	v� pouze kone�n� nebo

nejv	�e spo�etn� mnoha hodnot� Jej� distribu�n� funkce m� schodovit	 charakter�
M��li funkce ��x� vlastnosti D�� D�� pak existuje pravd�podobnostn� prostor

�+�A� P � a na n�m de�novan� diskr
tn� n�hodn� veli�ina X tak� �e ��x� je jej�
pravd�podobnostn� funkce�

� N�hodn
 vektory

Nech' �+�A� P � je pravd�podobnostn� prostor� X�� X�� � � � � Xn n�hodn
 veli�iny de��
novan
 na �+�A� P �� 5��5�� � � � �5n jejich distribu�n� funkce a jedn��li se o diskr
tn�
n�hodn
 veli�iny� pak ��� ��� � � � � �n bu�te jejich pravd�podobnostn� funkce�

N�hodn� vektor je uspo��dan� n�tice X ( �X�� X�� � � � � Xn�� Jeho distribu�n�
funkci de�nujeme vztahem�

5�x�� x�� � � � � xn� ( P �X� � x� �X� � x� � � � � �Xn � xn��

N�hodn	 vektor X ( �X�� X�� � � � � Xn� se naz	v� diskr
tn�� jestli�e existuje funkce
��x� nulov� v Rn s v	jimkou nejm
n� jednoho a nejv	�e spo�etn� mnoha bod� kde
je kladn� �vlastnost D�� pro v�echna x � Rn je ��x� � ��� je normovan� �vlastnost
D��

P�
x����

� � �
P�

xn��� ��x�� � � � � xn� ( �� kde se s��taj� jen kladn
 hodnoty� a plat�
pro ni �x � R � 5�x�� � � � � xn� (

P
t��x� � � �

P
tn�xn ��t�� � � � � tn�� Tato funkce se naz	v�

pravd�podobnostn� funkce diskr
tn�ho n�hodn
ho vektoru X� Krom� D�� D� m� tyto

#"
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vlastnosti� �x � Rn � ��x� ( P �X ( x�� je�li � � i � n libovoln	 index� pakP�
x���� � � �

P�
xi�����

P�
xi�����

� � �
P�

xn��� ��x�� � � � � xn� ( �i�xi��
Nech' T je nepr�zdn� indexov� mno�ina� *ekneme� �e n�hodn
 veli�iny Xt jsou

stochasticky nez�visl
� jestli�e pro v�echny kone�n
 podmno�iny fu� � � � � vg � T a
v�echny borelovsk
 podmno�iny Bu� � � � � Bv jsou stochasticky nez�visl
 jevy fXu �
Bug� � � � � fXv � Bvg tj� ��x�� � � � � xn� ( ���x� � � � � � �n�xn��

Zobrazen� g � R� R naz	v�me borelovskou funkc�� jestli�e vzor borelovsk
 mno�
�iny je borelovsk� mno�ina tj�

�B � B��� � fx � R � g�x� � Bg � B����

Obecn� zobrazen� g ( �g�� g�� � � � � gn� � Rn � Rm naz	v�me borelovskou funkc��
jestli�e vzor borelovsk
 mno�iny je borelovsk� mno�ina tj�

�B � B�m� � f�x�� � � � � xn� � Rn � �g��x�� � � � � xn�� � � � � gm�x�� � � � � xn�� � Bg � B�n��

Mezi borelovsk
 funkce n�le�� zejm
na v�echny funkce spojit
 na cel
m n�rozm�rn
m
prostoru nebo v ka�d
 z disjunktn�ch oblast�� na n�� byl tento prostor rozlo�en� Rovn��
limita v�ude konvergentn� posloupnosti takov	chto funkc� je borelovsk� funkce�

Z dan
 n�hodn
 veli�iny X � +� R vytvo��me pomoc� borelovsk
 funkce g � R�
R zobrazen� Y � +� R dan
 takto�

�� � + � Y ��� ( g�X�����

Toto zobrazen� je op�t n�hodn� veli�ina� Naz	v� se transformovan� n�hodn� veli
ina
�

Z dan
ho n�hodn
ho vektoru X ( �X�� � � � � Xn� � + � Rn vytvo��me pomoc�
borelovsk
 funkce g ( �g�� � � � � gm� � Rn � Rm zobrazen� Y � +� Rm dan
 takto�

�� � + � Y ��� ( g�X�����

Toto zobrazen� je op�t n�hodn	 vektor� Naz	v� se transformovan� n�hodn� vektor�
Rozeps�no�

�� � + � �Y����� � � � � Ym���� ( �g��X����� � � � � Xn����� � � � � gm�X����� � � � � Xn������

P�edpokl�dejme nyn�� �e X je diskr
tn� n�hodn	 vektor s pravd�podobnostn�
funkc� ��x�� � � � � xn� a g � Rn � R je borelovsk� funkce� Odvod�me pravd�podob�
nostn� funkci ���y� transformovan
 n�hodn
 veli�iny Y ��� ( g�X����� Toti�

���y� ( P �Y ( y� ( P �g�X�� � � � � Xn� ( y� ( P ��X�� � � � � Xn� � S�y���

kde S�y� ( f�x�� � � � � xn� � Rn � g�x�� � � � � xn� ( yg� tedy
���y� (

X
�x������xn��S�y�

��x�� � � � � xn��

#%
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� St�edn� hodnota� rozptyl� kovariance a koe	cient
korelace n�hodn�ch veli�in

Nech' je d�n pravd�podobnostn� prostor �+�A� P � a skal�rn� n�hodn� veli�ina X�
Je�li n�hodn� veli�ina X diskr
tn� a m� pravd�podobnostn� funkci ��x�� naz	v�me
jej� st	edn� hodnotou vzhledem k pravd�podobnosti P ��slo E�X� (

P�
x��� x � ��x�

za p�edpokladu� �e p��padn� nekone�n� �ada vpravo absolutn� konverguje� Jinak �ek�
neme� �e E�X� neexistuje� St�edn� hodnota E�X� je ��slo� kter
 charakterizuje polohu
��seln	ch realizac� n�hodn
 veli�iny X na ��seln
 ose� Nech' Y ( g�X�� kde g je bo�
relovsk� funkce� X diskr
tn� n�hodn� veli�ina� Pak E�Y � (

P
x�R g�x���x�� pokud

nekone�n� �ada vpravo absolutn� konverguje� &�slo D�X� ( E�-X � E�X�.�� naz	�
v�me rozptylem n�hodn
 veli�iny X vzhledem k pravd�podobnosti P za p�edpokladu�
�e ob� st�edn� hodnoty vpravo existuj�� &�slo

p
D naz	v�me sm�rodatnou odchylkou

n�hodn
 veli�iny X� Pro v	po�ty je v	hodn	 tvar D�X� ( E�X��� -E�X�.�� Rozptyl
D�X� je ��slo� kter
 charakterizuje variabilitu ��seln	ch realizac� n�hodn
 veli�iny X
kolem st�edn� hodnoty E�X��

Nech' �X�� X�� je n�hodn	 vektor� Kovarianc� n�hodn	ch veli�in X�� X� naz	�
v�me ��slo C�X�� X�� ( E�-X� � E�X��.-X� � E�X��.� za p�edpokladu� �e st�edn�
hodnoty vpravo existuj�� Kovariance C�X�� X�� je ��slo� kter
 charakterizuje spole��
nou variabilitu ��seln	ch realizac� n�hodn	ch veli�in X�� X� kolem st�edn�ch hodnot
E�X��� E�X��� Je�li C�X�� X�� ( � �ekneme� �e n�hodn
 veli�iny X�� X� jsou nekore�
lovan
� tzn� �e mezi nimi neexistuje ��dn� line�rn� z�vislost� Pro v	po�ty je v	hodn	
tvar C�X�� X�� ( E�X�� X��� E�X��E�X���

Koe�cientem korelace n�hodn	ch veli�in X�� X� naz	v�me ��slo

R�X�� X�� ( E

�
�X� � E�X��q

D�X��
� X� � E�X��q

D�X��

�
A (

C�X�� X��q
D�X��

q
D�X��

�

q
D�X��

q
D�X�� �( � za p�edpokladu� �e st�edn� hodnoty vpravo existuj�� Koe�ci�

ent korelace R�X�� X�� je ��slo� kter
 charakterizuje m�ru t�snosti line�rn� z�vislosti
��seln	ch realizac� n�hodn	ch veli�in X�� X�� Nab	v� hodnot z intervalu � ��� � ��

� Cauchy�Schwarz�Bu�akovsk
ho nerovnost� Mar�
kovova a �ebyevova nerovnost

a� Cauchy�Schwarz�Buakovsk�ho nerovnost
Nech' X�� X� jsou n�hodn
 veli�iny� Jestli�e existuj� jejich st�edn� hodnoty a roz�

ptyly� pak

jC�X�� X��j �
q
D�X��

q
D�X��� tj� jR�X�� X��j � �

##
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a rovnost nastane tehdy a jen tehdy� kdy� mezi veli�inami X�� X� existuje s pravd��
podobnost� � �pln� line�rn� z�vislost� tedy existuj� konstanty a�� a� tak� �e P �X� (
a� ) a�X�� ( ��
b� Markovova nerovnost

Jestli�e je P �X � �� ( � a E�X� existuje� pak pro v�echna � � � plat�

P �X � �E�X�� � �
�
�

b� )eby�evova nerovnost
Jestli�e existuj� E�X� a D�X�� pak pro ka�d
 t � � plat��

P �jX � E�X�j � t
q
D�X�� � �

t�
�

���



Rejst�
k

Aq�n� d�� $#
n�rozm�rn� borelovsk� mno�ina� #$
n�rozm�rn
 borelovsk
 pole B�n�� #$
r�t
 roz���en� kan�lu� ��
r�sf
ra se st�edem y� ��
�� Bayesv vzorec� #�
�� Bayesv vzorec� #�

bin�rn� symetrick	 kan�l� �#
bin�rn� vypou�t�c� kan�l� �#
bit� �%
blokov	 k�d� �#
borelovsk� funkce� #%

Cauchy�Schwarz�Bu akovsk
ho nerovnost�
##

cyklick	 k�d� %�

&eby�evova nerovnost� ���

dek�dovac� chyba� ��
dek�dovac� pravidlo� ��
dek�dov�n�� ��
detekov�n�� ��
diskr
tn� kan�l bez pam�ti� �%
diskr
tn� n�hodn� veli�ina� #"
distribu�n� funkce n�hodn
 veli�iny X

vzhledem k pravd�podobnosti P �
#"

element�rn� jev� #�
entropie n�hodn
 veli�iny� ��
entropie n�hodn
ho vektoru� ��

formule �pln
 pravd�podobnosti� #�

generuj�c� matice� "�
generuj�c� polynom� %$
Gilbert�Varshamova hranice� "�

Hadamardova matice� %"
Hadamardv k�d� %%
Hammingova vzd�lenost� �$� $�
Hammingv -n� k.�k�d� %�
hlavn� probl
m teorie k�dov�n�� $#

index podgrupy� "#
informace o U poskytnut� V� �#
informace ud�losti� �"
informa�n� znak� "%

jednozna�n� dek�dovateln
 k�dov�n�� ��
jevov
 pole� #�
jist	 jev� #�

kapacita kan�lu� �"
klasick� pravd�podobnost� #�
k�d� ��
k�d C z�rove oprav� v chyb a ur�� u

chyb� $�
k�d C oprav� v chyb� $�
k�d C oprav� pr�v� v chyb� $�
k�d C ur�� u chyb� �#
k�d C ur�� pr�v� u chyb� $�
k�d d
lky n� ��
k�dov�n�� ��
k�dov
 slovo� ��� �#
koe�cientem korelace n�hodn	ch veli�

�in� ##
kone�n
 geometrie� "�
kontrola parity� ��� $%� "%
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kontroln� znak� "%
koset� %�
kovariance n�hodn	ch veli�in� ##
Kroneckerv sou�in� %"

line�rn� k�d� "�

Markovova nerovnost� ���
matice kan�lu � �%
maxim�ln� pravd�podobnost chyby� ��
m��iteln	 prostor� #�
minim�ln� vzd�lenost� $�
minim�ln� vzd�lenost k�du C� $�
mo�n	 chybov	 vektor� %�
mo�n	 v	sledek je p��zniv	 jevu� #�

n�hodn
 jevy jsou neslu�iteln
� #�
n�hodn
 k�dov�n�� ��
n�hodn	 jev� #�
n�hodn	 vektor� #"
nastoupen� alespo jednoho z n�hod�

n	ch jev � #�
nejistota n�hodn
 veli�iny� ��
nemo�n	 jev� #�

objem Vn�r

 �x� sf
ry Sn�r
 �x�� $�

opa�n	 n�hodn	 jev k n�hodn
mu jevu�
#�

optim�ln� k�d� $#

perfektn� k�d� "�
Plotkinova hranice� "�
podm�n�n� entropie n�hodn
 prom�nn
�

��
podm�n�n� pravd�podobnost� #�
polom�r pokryt�� "�
pozi�n� permutace� $$
pravd�podobnost� #�
pravd�podobnost chyby� �#
pravd�podobnostn� funkce� #"
pravd�podobnostn� funkce diskr
tn�ho

n�hodn
ho vektoru� #"
pravd�podobnostn� prostor� #�

pravidlo ide�ln�ho pozorovatele� ��
pravidlo maxim�ln� pravd�podobnosti�

��
pravidlo minim�ln� chyby� ��
pravidlo minim�ln� vzd�lenosti� �$
prnik x � y bin�rn�ch slov x a y� $"

Reed�Mullerv k�d C�r�m�� %#
reprezentant kosetu� %�
rozptyl n�hodn
 veli�iny� ##
roz���en� k�dov�n�� ��
roz���en� k�du� $%

��d kone�n
 grupy� "#

sf
ra Sn�r
 �x� v Zn
r se st�edem x a polo�

m�rem �� $�
Singletonova hranice� "�
slovo� $�
sm�rodatn� odchylka� ##
sou�in kan�l� �%
spole�n
 nastoupen� n�hodn	ch jev� #�
stochastick� matice� �#
stochasticky nez�visl
 n�hodn
 jevy� #�
st�edn� hodnota� ##
symbol kontroly parity� "%
symbolov� permutace� $$
syndrom kosetu� %�

transformovan� n�hodn� veli�ina� #%
transformovan	 n�hodn	 vektor� #%
trhlinov� chyba� �"
trivi�ln� perfektn� k�d� "�

�pln	 syst
m hypot
z� #�

v�ha slova� $�
vektor� $�
vstupn� rozd�len� kan�lu� ��

z�kladn� prostor� #�
zdroj� ��
zdroj s nulovou pam�t�� ��
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zdrojem bez pam�ti� ��
zdrojov
 slovo� ��
zkr�cen� k�du typu xi ( s� $%
zpr�va� ��� ��� �#
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