ZAKLADY INFORMATIKY

Uvod do informatiky - pojem informace, vznik a vyvoj teorie informace, osobnosti,
pristupy, divody pro vznik teorie informace.

Matematicky aparat v teorii informace |I. - teorie pravdépodobnosti, ndhodny jev, zakladni
axiomy pravdépodobnosti, nezavislost a neslucitelnost, podminénd pravdépodobnost,
geometricka pravdépodobnost, Bayesliv vzorec.

Matematicky aparat v teorii informace Il. - kombinatorika - permutace, variace,
kombinace. Zaklady statistiky - ndhodna veli¢ina a jeji typy, hustota pravdépodobnosti,
pravdépodobnostni funkce, distribucni funkce. Typy a grafické vyjadreni rozdéleni
pravdépodobnosti.

Ciselné soustavy - binarni, oktalova, hexadecimdlni - prevody mezi soustavami, aritmetika
v soustavach. Polyadické a nepolyadické Ciselné soustavy.

1. pisemnd prdce - test



Uvod do informatiky

e pojem informace

e vznik a vyvoj teorie informace

e osobnosti

e pfistupy

e ddvody pro vznik teorie informace



Matematicky aparat v teorii informace

Teorie pravdépodobnosti

e ndhodny jev

e zdkladni axiomy pravdépodobnosti
e nezdvislost a neslucitelnost

e podminénd pravdépodobnost

e geometrickd pravdépodobnost

e Bayeslv vzorec

Vpraxi se casto setkdvame s pokusy, jejichz vysledky nejsou jednoznacéné predurceny
podminkami, za kterych probihaji. Takové pokusy, které jsou (alespon teoreticky) neomezené
mnohokrat opakovatelné, nazyvame ndhodné pokusy. Jednoduchymi priklady nahodnych pokusi
jsou: hazeni hracimi kostkami nebo mincemi, tahani losd z osudi, michani karet. |tyto
jednoduché nahodné pokusy hraji dalezitou roli v mnoha realnych situacich. Setkdvame se s nimi
ve vybérovych Setfenich, kdy tfeba prosty nahodny vybér provadime vhodnou technikou
losovani. MzZeme pak urcit pravdépodobnosti, s jakymi dostavame vybéry strukturou odlisné od
struktury zédkladniho souboru (populace). Avsak teprve ndhodné pokusy jiného druhu ¢ini z poc¢tu
pravdépodobnosti dileZitou védu. Témér vsechny experimenty provadéné v biologii a mediciné
maji svou ndhodnou stranku a poctem pravdépodobnosti se zabyvdme proto, abychom ji vhodné
vyjadrili ¢i zachytili. Pfistupnym zplsobem pro pracovniky v biomedicinskych oborech jsou Sirsi
zéklady teorie pravdépodobnosti sepsany v publikaci K. Zvary a J. Stépana [22].

Ndhodnym jevem rozumime jakékoli tvrzeni o vysledku, o kterém lze po uskutecnéni pokusu ci
pozorovani rozhodnout, zda je ¢i neni pravdivé. Nahodné jevy oznaCujeme velkymi pismeny
latinské abecedy, ke kterym mUzZeme pripisovat indexy. Zabyvame-li se tfreba nahodnym jevem A
"narozeni chlapce", miZeme fici o tomto jevu v okamZiku poceti pomérné malo, ba ani tésné
pfed porodem neni predpovéd pohlavi budouciho novorozence pfili§ spolehliva.
Predpokladejme, Ze postupné zaznamendvame pohlavi narozenych déti a dostavame nasledujici
posloupnost: A,—A, A=A, =A, A A=A, ..., kde —A je ndhodny jev, Ze se chlapec nenarodi, tj.
"narozeni divky". Cetnost, s jakou nastavd nahodny jev A pro libovolné dlouhou posloupnost
pozorovani, miZeme charakterizovat podilem r/n, kde n je délka posloupnosti (rozsah vybéru) a r
je pocet narozenych chlapct. Cislo r nazyvdme absolutni cetnost a podil r/n relativni cetnost
vyskytu nahodného jevu A ve vybéru o rozsahu n. Grafické zndzornéni relativnich cetnosti
vyskytu ndhodného jevu A (narozeni chlapce) v zdvislosti na rozsahu vybéru n je uvedeno na
obrazku 3.1. Vidime, Ze se vzrUstajicim rozsahem vybéru se relativni ¢etnosti ustaluji v blizkosti
hodnoty 0,5.

Obrazek 3.1: Relativni ¢etnost jevu "narozeni chlapce" v zavislosti
na celkovém poctu novorozencul (logaritmickd stupnice)
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Na zakladé tohoto prikladu si Ize predstavit, Ze kazdy nahodny jev A je charakterizovan cislem
P(A), které je mirou Castosti vyskytu tohoto jevu a nazyva se pravdépodobnost nahodného jevu

A. V nésledujicich bodech shrneme zakladni vlastnosti pravdépodobnosti.

e Pravdépodobnost P(A) nahodného jevu A nabyva hodnot mezi nulou a jednickou, tj.
0<P(A)<1. Vpripadé, Ze A je jisty jev (jev A nastava vidycky), je pravdépodobnost
P(A) =1. V ptipadé, Ze A je nemozny jev (jev A nikdy nenastane), je pravdépodobnost
P(A)=0.

e Pfi mnohondsobném nezavislém opakovani ndhodného pokusu je prakticky jisté, Ze se
relativni Cetnost vyskytu ndhodného jevu A jen nepatrné lisi od pravdépodobnosti P(A).

e KdyzZ se pravdépodobnost P(A) jen nepatrné lisi od nuly, je prakticky jisté, Ze pfi jediném
pokusu jev A nenastane.

e KdyZz se pravdépodobnost P(A) jen nepatrné lisi od jedné, je prakticky jisté, Ze pfi
jediném pokusu jev A nastane.

V praxi pravdépodobnosti ndhodnych jevl odhadujeme pomoci relativnich cetnosti. Kvalita
téchto odhadi vzrlstd s rostoucim poctem provedenych pokus(l. Podrobnéjsi informace z teorie
pravdépodobnosti pfistupnou formou Ize nalézt v [22].

Vsimnéme si statistickych Udajl, ze kterych odhadujeme pravdépodobnost ndhodného jevu
"narozeni chlapce" v nasi populaci. Vtabulce 3.1 jsou uvedeny relativni ¢etnosti "narozeni
chlapce" ur¢ené z celkového poctu Zivé narozenych déti v Ceskoslovensku v letech 1966-1975. Je
patrné, Ze relativni ¢etnosti jevu "narozeni chlapce" se v jednotlivych letech témér nelisi. Lze tedy
usuzovat, Ze ani pravdépodobnost, Ze narozené dité bude chlapec, se prlibéhem let neméni a je
o néco vyssi nez 0,51.

Tabulka 3.1: Relativni Cetnosti "narozeni chlapce" z celkového poctu Zivé narozenych déti
v Ceskoslovensku v letech 1966-1975
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Rok Pocet Zivé narozenych déti |Relativni ¢etnost jevu "narozeni chlapce"

1966 222615 0,5131
1967 215985 0,5146
1968 213 807 0,5138
1969 222934 0,5145
1970 228531 0,5125
1971 237 242 0,5134
1972|251 455 0,5133
1973 274703 0,5144
1974 291 367 0,5135
1975 289425 0,5108
Celkem |2 448 064 0,5133

V praxi vétSinou nesledujeme vyskyt jednoho nahodného jevu, ale zajimame se o vice jevl
soucasné a o jejich vzajemné interakce. Ze souvislosti pravdépodobnosti a relativni ¢etnosti
mulzeme odvodit zakladni pravidla pro poditani s pravdépodobnostmi. Vzajemné vztahy mezi
nahodnymi jevy jsou vyjadfeny v nasledujicich symbolech. Nahodny jev C =(A,B) nastava
v pfipadé, Ze nastanou oba jevy A a B soucasné. Nahodny jev D = (A nebo B) nastava v pripadé,
Ze nastane alespon jeden z jevd A a B, tj. bud' jev A, nebo jev B, Ci oba jevy A a B soucasné (tj. jev
C). Pravdépodobnost jevu D = (A nebo B) dovedeme vyjadfit pomoci pravdépodobnosti jevi A,
Ba C =(ADB) jako

P(Anebo B) = P(A) + P(B) - P(A,B) (3.1)

Priklad 3.1 V nahodné vybrané skupiné 140 muz(i ve véku 40-50 let ohroZenych ateridlni
hypertenzi se vyskytl rizikovy faktor "zvySeny cholesterol" (jev A) ve 37 pfipadech a rizikovy
faktor "koureni" (jev B) v 96 pripadech. Ve 31 pfipadech jsme zjistili soucasny vyskyt obou

rizikovych faktorl. Odhadnéte pomoci relativnich ¢etnosti pravdépodobnosti vyskytu jevl A,
B,C=(A,B) a D=(AneboB).

Reseni: Pravdépodobnost vyskytu faktoru "zvySeny cholesterol" je odhadnuta jako
P(A)=37/140=0,2643 a faktoru "koureni" jako P(B)=98/140=0,7000. Odhad

pravdépodobnosti soucasného vyskytu obou faktord je P(A,B)=31/140=0,2214. Odhad

pravdépodobnosti vyskytu "zvyseného cholesterolu" nebo "koureni" je
P(A nebo B) = 0,2643+0,7000-0,7429. <>

Casto ndm pro objasnéni vzdjemnych souvislosti mezi pravdépodobnostmi nahodnych jevd
pomahad jejich grafické znazornéni pomoci Vennovych diagram(. Na obrazcich 3.2 az 3.4 je
znazornéno, Ze uvniti obdélniku lezi vSechny mozné vysledky nahodnych pokus( ¢i pozorovani.
Kruh s oznacenim A reprezentuje jen takové vysledky, které vytvareji jev A, podobné kruh
s oznacenim B reprezentuje vysledky, které vytvareji jev B.
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Obrazek 3.2: Neslucitelné jevy

Dva jevy A a B jsou neslucitelné, jestlize nemohou nastat oba soucasné (viz obrazek 3.2).
Soucasny vyskyt jevi A a B je vyjadien jevem C = (A,B). Pro neslucitelné jevy A a B je jev
C=(AB) nemoiny a jeho pravdépodobnost je rovna nule, tj. P(A,B)=0. Proto
pravdépodobnost vyskytu alespon jednoho ze dvou nesluditelnych jevl A a B se rovna souctu
jejich pravdépodobnosti

P(A nebo B) = P(A) + P(B) (3.2)

Tento vztah se nazyva pravidlem o scitani pravdépodobnosti.

Speciadlnim pripadem dvou neslucitelnych jev( jsou jevy opacné, napt. "narozeni chlapce"
a"narozeni divky". Pfi urCovani pohlavi novorozence jev "narozeni chlapce" nastava vidy, kdyz
nenastane jev "narozeni divky". Obecné rozumime opacnym (doplrikovym) jevem k jevu A takovy
jev (znacime ho —A), ktery nastava pravé tehdy, kdyz jev A nenastava. Tedy P(Anebo—-A) =1 a

z pravidla o s¢itani pravdépodobnosti dostaneme
P(—=A)=1-P(A). (3.3)

Pfiklad 3.2 Jestlize pravdépodobnost jevu A "narozeni chlapce" je rovna P(A) =0,51, spoctéte
pravdépodobnost jevu —A "narozeni divky".

Reseni: Jev —A "narozeni divky" je opaénym jevem kjevu A "narozeni chlapce". Proto
P(-A)=1-P(A)=1-0,51=0,49. <

Pravidlo oscitani pravdépodobnosti Ize snadno rozsifit na libovolny pocet vzdjemné

nesluCitelnych jevd A, A,,...,A . Oznatime-li D vyskyt aspofl jednoho ztéchto jevd, t;.
D = (A, nebo A, nebo...nebo A, ), potom pravidlo o s¢itani pravdépodobnosti ma tvar

P(D) = P(A)+P(A)++P(A) = Y P(A). 3.4
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Obrazek 3.3: Slucitelné jevy

9

Na obrazku 3.3 jsou znazornény dva jevy A a B, které se mohou vyskytovat soucasné. Tyto jevy
tedy nejsou nesluditelné (tj. jsou slucitelné), a proto pro vypocet P(Anebo B) nelze pouiit
pravidlo o s¢itani pravdépodobnosti, ale obecnéjsi vzorec (3.1).

Obrazek: Jevy, pro které je podminéna pravdépodobnost
P(A|B) =1

V nékterych situacich se zajimdme o vyskyt jevu A jen v pfipadé, Ze nastal urcity jev B, ktery ma
kladnou pravdépodobnost (tj. mUZe opravdu nastat). Vime-li Ze nastal jev B, mUiZe se tim zménit i
pravdépodobnost vyskytu jevu A. VSechny jevy neslucitelné s B se stanou nemozinymi a jevy
deterministicky uréené B se stanou jistymi (viz obr. 3.4, kde jev A nastava vidy, kdyZ nastane jev
B). Ostatni jevy se mohou vyskytnout s pravdépodobnostmi, které mohou byt odlisSné od
pavodnich. Pravdépodobnosti jev(, zjiSténé za podminky vyskytu jevu B, se nazyvaji podminéné
pravdépodobnosti vzhledem k jevu B. Podminénd pravdépodobnost jevu A vzhledem k jevu B je
definovana jako

P(A,B)

P(A|B) = P(B) - (3.5)
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Tudiz pravdépodobnost soucasného vyskytu dvou jevi A a B lze vyjadfit jako
P(A,B)=P(A|B)P(B).

Pfiklad 3.3 Odhadnéte podminénou pravdépodobnost vyskytu faktoru "zvySeny cholesterol"
(jev A) za podminky vyskytu faktoru "koureni" (jev B) z udaji uvedenych v prikladu 3.1.

Reseni: Odhad podminéné pravdépodobnosti P(A|B) spocteme, jestlie za pravdépodobnosti
jeva A a B dosadime jejich odhady pomoci relativnich ¢etnosti. Dostaneme
~0,2214

Stejny vysledek musime dostat, jestlize z celkového poctu 98 pripadu, ve kterych nastal jev B,
stanovime pocet pripadd, ve kterych zaroven nastal jev A. Téchto pripadd je 31. Odhad
podminéné pravdépodobnosti je tedy

P(A|B) =X = 03163
08

a vyjadFfuje relativni ¢etnost jevu A mezi pfipady, kdy nastal jev B. <>

Dva jevy A a B jsou nezdvislé, jestlize vyskyt jednoho jevu neovliviiuje vyskyt druhého jevu.
Matematické vyjadreni tohoto faktu zapiSeme pomoci podminéné pravdépodobnosti jako
P(A|B) = P(A) nebo obdobné P(B| A) = P(B). Vidime tedy, Ze pro nezavislé jevy A, B plati

P(A,B) = P(A)P(B) (3.6)

Tento vztah se nazyva pravidlem o ndsobeni pravdépodobnosti.

Priklad 3.4 Zjistéte, zda faktory A a B uvedené v pfikladu 3.1 se vyskytuji nezavisle, jestlize
vypoctené relativni ¢etnosti povazujeme za skutecné pravdépodobnosti.

Reseni: V pFipadé nezavislosti faktor(i A a B plati P(A|B) = P(A). Z dat pfikladu 3.1 dostavame
P(A|B) =0,3163, coz se lisi od pravdépodobnosti P(A)=0,2643. Jevy A a B tedy nejsou
nezavislé. <

Pfiklad 3.5 Oznaéme A jev, 7e "prvni novorozenec narozeny v pfistim kalendafnim roce v CR je
chlapec" a B jev, e "druhy novorozenec narozeny v piistim kalendafnim roce v CR je chlapec".
Vylouc¢ime-li viceCetné porody, spoctéte pravdépodobnost jevu C, Ze "oba novorozenci jsou
chlapci" za predpokladu, Ze pravdépodobnost narozeni chlapce je 0,51.

Reseni: Vyskyt jevu A neovliviiuje vyskyt jevu B, tudiz jevy A a B jsou nezdvislé. Pravdépodobnost
jevu C = (A,B), ze oba novorozenci jsou chlapci, je tedy podle (3.6) rovna

P(C) = P(A)P(B) = 0,51-0,51 = 0,2601.

Priklad 3.6 Pravdépodobnost jevu A "osoba ma pravé oko modré" je rovna 0,3
a pravdépodobnost jevu B "osoba ma levé oko modré" je také rovna 0,3. Jestlize
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pravdépodobnost, Ze "osoba ma pravé oko modré" za podminky, Ze nastal jev "osoba ma levé
oko modré" je rovna 1, spoctéte pravdépodobnost jevu C "osoba ma obé oci modré".

Reseni: Jevy A a B nejsou nezavislé, nebot P(A)=0,3 a P(A|B)=1. Proto pravdépodobnost
jevu C = (A, B) spocteme jako

P(C)=P(A|B)P(B)=1-0,3=0,3.
Pravdépodobnost, Ze "osoba md obé o¢i modré" je tedy rovnés 0,3. <*

Pravidlo o ndsobeni pravdépodobnosti lze rozsifit na libovolny pocet nezavislych jevu
AL A,,...,A . Oznatime-li C jev, ktery spolivd vsoucasném vyskytu téchto jev(, t;.

C=(A.A,,....,A), potom pravidlo o ndsobeni pravdépodobnosti m4 tvar

P(C)=P(ALA.... A) = P(A)-P(A) - P(Ak):]:[P(Ai) (3.7)

Priklad 3.7 Za predpokladu, Ze pravdépodobnost narozeni chlapce je 0,51, spoctéte, jaka je
pravdépodobnost, Ze v sérii ¢tyf po sobé narozenych déti (viceCetné porody vyloucime), bude
pravé jeden chlapec.

Reseni: Oznacte C jev, Ze mezi ¢tyfmi novorozenci je pravé jeden chlapec. Konkrétni moznosti,
které vytvéreji jev C, jsou dany jevy Cy, G, C3 a G4, kde C, = (A,—A,—=A,—A) je jev, kdy chlapec se
narodi jako prvni, a podobné zbyvajici jevy C, =(—-A A —-A—-A), C,=(-A-AA-A) a
C, =(=A,—-A —A A) vyjadiuji, vjakém poradi se chlapec narodi. Jevy Ci, C,, C3 a G4 jsou
vzajemné nesluditelné. Z pravidla o s¢itani pravdépodobnosti dostaneme

P(C) = P(C, nebo C, nebo C, nebo C,) = P(C,) + P(C,) + P(C,) + P(C,) .

Pravdépodobnosti jevl C;, G, C3 a C4 jsou vSechny stejné a jsou vypocteny pomoci pravidla
o nasobeni pravdépodobnosti. Napriklad

P(C,) = P(A)P(-A)P(-A)P(—A) =0,51-0,49-0,49-0,49=0,06.

Tedy P(C)=4-0,06=0,24 je pravdépodobnost jevu, Zze mezi ¢tyfmi novorozenci bude pravé
jeden chlapec. <

3.3 Bayesuv vzorec

Pfedpokladejme, Ze ndhodné jevy B, kde i =1, 2, 3, ..., Kk, jsou vzdjemné neslucitelné a v kazdém
pokusu nastava pravé jeden z nich, takZe musi platit

k
P(B, nebo B, nebo...nebo B,) = > P(B) =1.

i=1

Znadme-li podminéné pravdépodobnosti P(A|B,) jevu A za podminky vyskytu jevu B; pro
1=12,3,...,k, potom pravdépodobnost jevu A Ize vyjadfit vztahem



P(A) :ZP(A’ Bi):Z P(Al Bi)P(Bi) (3.8)

nazyvanym pravidlo o uplné pravdépodobnosti.

Priklad 3.8 Predpokladejme, Ze pravdépodobnost "urazu" (jev A) u"ditéte" (jev B;) je
P(A|B,)=0,2, pravdépodobnost Urazu u"osoby vreprodukénim véku" (jev B;) je
P(A|B,)=01 a pravdépodobnost urazu u"osoby v postreprodukénim véku" (jev Bs) je
P(A|B;)=0,4. Pravdépodobnosti, Ze osoba bude patfit do nékteré ztéchto skupin, jsou

P(B,) =0,25, P(B,) =0,60 a P(B;) =015. Spoctéte pravdépodobnost Urazu v dané populaci.

Reseni: Jevy Bi, B, a Bs jsou vzdjemné nesluéitelné a v kazdém pripadé nastava pravé jeden
z nich. Ze znalosti podminénych pravdépodobnosti vyskytu drazu v jednotlivych vékovych
kategoriich obyvatelstva a ze znalosti pravdépodobnosti téchto kategorii spocteme
pravdépodobnost Urazu v populaci jako

P(A) = P(A| Bl)P(Bl) + P(A| Bz)P(Bz) + P(A| B3)P(Bs) =
=0,20-0,25+0,10-0,60+0,40-015=0,17

Pravdépodobnost trazu v populaci je tedy 17 %. <*

Bayes(iv vzorec udava, jakym zplUsobem vypocitdme pravdépodobnosti P(Bj | A) jevu B, za
podminky, Ze nastal jev A, jestliZe zndme apriorni pravdépodobnosti P(B;,) a podminéné

pravdépodobnosti P(A| B;) proviechny jevy B, i=1,2,3,..., k. Bayesiv vzorec ma tvar

o5, |- PAIEDPE)

> P(AIB)P(E)

(3.9)

Odvozeni Bayesova vzorce provedeme snadno pomoci vztahu

P(B;,A)=P(A B;)=P(A|B,;)P(B)),
P(B;,A) P(A|B))P(B))
P(A)  P(A

kde P(A) = i P(A,B,) = i P(A|B,)P(B,).

P(B, | A) =

Priklad 3.9 Pravdépodobnost, Ze "osoba je kurdk" (jev A) ve skupiné "osob s chronickou
bronchitidou" (jev B;) je P(A|B,)=0,75 a pravdépodobnost, Ze "osoba je kufak" ve skupiné
"osob bez chronické bronchitidy" (jev B,) je P(A|B,)=0,50. Pravdépodobnost "vyskytu osoby
s chronickou bronchitidou" v populaci budiz P(B,;) =0,40 a pravdépodobnost "vyskytu osoby
bez chronické bronchitidy" v populaci P(B,)=0,60. Spoctéte pravdépodobnost vyskytu
chronické bronchitidy u kuraka.



Reseni: Pomoci Bayesova vzorce dostaneme, Ze pravdépodobnost vyskytu chronické bronchitidy
u kuraka je

P(A|B,)P(B,) ~ 0,75-0,40
P(A|B,)P(B,)+ P(A|B,)P(B,) 0,75-0,40+0,50-0,60

P(B, | A) = =0,50. ¢

Bayesliv vzorec se cCasto pouZivda v populacnich etiologickych studiich a v nékterych
matematickych modelech diagnostického, terapeutického ¢&i prognostického Iékarského
rozhodovani. BayesUv vzorec tak nachazi uplatnéni v ptipadech, kdy chceme vyhodnotit kvalitu
diagnostického testu Ci skriningového testu (screening test). Implicitni pfedpoklad pro provadéni
skriningu je, Ze v€asna detekce nemoci povede k pfiznivéjsi progndze nemoci, nebot bude vcas
zahdjena lécba. Nékteré nemoci nejsou vhodnymi kandidaty pro provadéni skriningu. Aby byl
skrining vhodny, musi byt onemocnéni zdvazné a |écba zahdjena pred rozvinutim priznakl musi
byt pfiznivéjSi vzhledem ke snizeni mortality ¢i morbidity neZz v pfipadé, Ze onemocnéni
zachytime jiz v pokrocilém stadiu. Navic prevalence nemoci v preklinickém stadiu musi byt
dostatecné vysoka v populaci, na které je skrining provadén. DalSim problémem skriningu je, jak
dobre vyvazit uzitek v€asné detekce nemoci u osob, které ji skutecné maji, a nepfiznivé disledky,
které vniknou tim, Ze skriningovy test uréi jako nemocné i ty osoby, které nemoc nemaji.
Ukazeme dale postupy jak hodnotit kvalitu skriningového testu pro detekci nemoci D.

Oznaéme Lt jev, Ze osoba nemoc ma, a T~ jev, Ze osoba sledovanou nemoc nemd. Pozitivni
vysledek skriningového testu oznaéme Tt a negativni vysledek T~ . Pravdépodobnost vyskytu
nemoci vpopulaci P(D") se nazyvd prevalence (apriorni pravdépodobnost, pretestovd
pravdépodobnost). Namérené kombinace vysledk( skriningového testu pro nemocné a osoby bez
sledované nemoci mUZeme zapsat do nasledujici tabulky (viz tab. 3.2). Pfitom a je pocet
nemocnych osob, u nichZ test reagoval pozitivnhé, a ¢ je poCet nemocnych osob, u nichZ test
reagoval negativné. Podobné b je pocet osob bez nemoci s pozitivni reakci na test a d je pocet
osob bez nemoci s negativni reakci na test.

Tabulka 3.2: Vysledky skriningového testu
Nemoc

Vysledek skriningového testu  pFitomna (D*) |nepfitomna (D) Celkem

T+ a b a+b
= c d c+d
Celkem a+c b+d n

Senzitivita (sensitivity) a specificita (specificity) jsou dvé miry pro hodnoceni skriningového testu.

Senzitivita SE je definovdna jako pravdépodobnost P(T*|D"), Ze test bude pozitivni
u nemocnych. Odhaduje se jako

a
SE = ——. (3.10)
a+c
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Specificita SP je definovana jako pravdépodobnost P(T | D7), Ze test je negativni u osob bez
nemoci. Odhaduje se jako

SP=—. 3.11
b+d ( )

Kromé senzitivity a specificity nds rovnéz zajimaji pravdépodobnosti, s jakymi skriningovy test
reaguje negativné unemocnych, resp. pozitivné uosob bez nemoci, nazyvané nespravnd
negativita (false negativity), resp. nespravna pozitivita (false positivity).

Nesprdvnd pozitivita FP diagnostického testu se odhaduje jako

FrP = ﬁ— (3.12)

n

a nespravnd negativita FN diagnostického testu jako

C
FN=—". (3.13)
a+C

Vidime, Ze soucet senzitivity a nespravné negativity je jedna, tj. SE + FN = 1. Podobné i soucet
specificity a nespravné pozitivity je jedna, tj. SP+ FP = 1.

Zfejmé je zadouci, aby skriningovy test byl vysoce senzitivni a vysoce specificky. VétSinou to vsak
neni mozné, a proto jde o to, jak vyvazit senzitivitu a specificitu skriningového testu. Nesmime
také zapominat, Ze naklady na skriningovy test nejsou jen ndklady vztazené pfimo
k provddénému skriningu, ale také naklady, které vznikaji vzhledem k dalsim procedurdm
provadénych u téch osob, které ve skriningovém testu reagovaly pozitivné.

Prediktivni hodnoty (predictive values) skriningového testu méfi, zda osoba podrobend
skriningovému testu je skute¢né nemocna.

Prediktivni hodnota pozitivniho testu FV*T je pravdépodobnost P(D*|T*), Ze osoba je
opravdu nemocnd, kdyz test reagoval pozitivné. Odhadujeme ji jako

pv: =2

=—. 3.14
a+b ( )

Podobné, prediktivni hodnota negativniho testu FV~ je pravdépodobnost P(D™ |T7), Ze
osoba nema sledovanou nemoc pfi negativnim vysledku testu. Odhaduje se jako

PV =——. (3.15)
c+d



Senzitivita a specificita jsou charakteristiky samotného testu. Prediktivni hodnoty jsou ale velmi
silné zavislé na prevalenci nemoci. Podle Bayesova vzorce muzeme prediktivni hodnoty vyjadrit
nasledovné

. _ SEP(D") (3.16)
SEP(D")+(1-SP)(L-P(D")) '
a
- SP(L-P(D")) (3.17)

" SPA-P(D"))+(1-SE)P(D*)’

Napfriklad pouzijeme-li test s 95% senzitivitou a 95% specificitou k predpovédi nemoci, ktera ma
prevalenci 1 %, potom pozitivni prediktivni hodnota je PV " =0,16. To tedy znamena, Ze jenom
16 % lidi, u kterych byl test pozitivni, jsou skute¢né nemocni, a 84 % z nich nemoc nema, i kdyz
test vysel pozitivné. Prakticky vyznam diagnostického testu tedy zdlezi na senzitivité, specificité a
prevalenci P(D"), které plné urcuji prediktivni hodnoty.

Kdyz zname vysledek diagnostického testu, mulZeme pocitat aposteriorni (potestovou)
pravdépodobnost vyskytu nemoci DT .Tyto aposteriorni pravdépodobnosti jsou dany
odpovidajicimi prediktivnimi hodnotami, tj. pro pozitivni test PV "a pro negativni test PV~ a
jsou predmétem prvoradého zdjmu pro kliniky. Dobry skriningovy ¢i diagnosticky test je takovy,
jeho? vysledek zvy$uje kvalitu predpovédi o vyskytu nemoci It oproti predpovédi zaloiené
pouze na prevalenci nemoci. Pfesnost skriningového testu udava pravdépodobnost, s jakou test
poskytuje spravné zavéry v populaci podrobené skriningu. Odhadujeme ji jako podil (a + d)/n.

Nevhodné uziti skriningového testu na prikladu detekce rakoviny pankreatu uvedli Sisson,
Schoomaker a Ross (1976). Skrining mél na zakladé vysledku testu poskytnout podklady pro
rozhodnuti, zda osoba ma ¢i nemd rakovinu pankreatu. Prevalence nemoci v populaci byla
P(D") =0,012, senzitivita SE = 0,8 a specificita SP = 0,95. Pokud byla diagnostikovana rakovina,
byla upacienta provddéna operace. Operace pfindSela pacientovi riziko, Ze zemfe,
s pravdépodobnosti 0,10. Pravdépodobnost, Ze pacient po operaci stejné zemfe na rakovinu, byla
0,45 a zlepSeni jeho stavu po operaci nastalo také s pravdépodobnosti 0,45. V pfipadé, Ze by byla
operovana osoba bez rakoviny, pravdépodobnost umrti kvuali operaci byla 0,10 a
pravdépodobnost preZiti po operaci, ale se zhorSenym zdravotnim stavem kvuli pankreatické
insuficienci, byla 0,90. Vysledky skriningu jsou ukazany na obrazku 3.5. Vidime, Ze pokud by se
skrining neprovadél, potom ocekdvame, Ze z celkového poctu 1000 osob 12 osob zemfe na
rakovinu. V pfipadé provedeni skriningu u 1000 osob ocekdvany pocet umrti vzroste na 12,5 a
navic 44 osob, které rakovinu pankreatu nemély, bude operovdno a projevi se vSechny negativni
dlsledky tohoto zasahu na jejich zdravi. Ocekavané pocty osob jiz nemusi byt nutné celociselné
hodnoty.

Obrazek 3.5: Vysledky skriningu
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ROC krivka

Jak jsme vidéli v predchazejici ¢asti, senzitivita a specificita jsou charakteristiky samotného testu,
ale prediktivni hodnoty jsou velmi ovlivnény tim, jak ¢asto se nemoc vyskytuje v populaci.
Napriklad test s 95% senzitivitou a 95% specificitou, ktery pouZijeme pro nemoc s prevalenci 1 %,
vykaze 16% prediktivni hodnotu pozitivniho testu (tedy 16 % lidi s pozitivnim testem ma skutecné
uvazovanou nemoc), zatimco prediktivni hodnota negativniho testu je 99,9 %. To znamen3, Ze

u osoby s negativnim testem si mZzeme byt prakticky jisti, Ze uvazovanou nemoc nema.

KdyzZ uvazujeme o senzitivité a specificité jako o charakteristikach diagnostického testu,
vSimnéme si podrobnéji nasledujiciho pfikladu. Chceme zjistit, zda pacient je hypertonik, ¢i
normotonik, podle hodnoty jeho diastolického tlaku. Zvolme jako délici bod hodnotu C; =

90 mm Hg. Pacienty s timto a vys$sim tlakem budeme klasifikovat jako hypertoniky, ostatni
pacienty jako normotoniky. Diastolicky tlak Ize povaZovat za spojitou veli¢inu s normalnim
rozdélenim (viz 4.2) a jeho rozdéleni ve skupiné normotonik( a hypertonik(i je zndzornéno na
obrazku 3.6. Na tomto obrazku vidime vyznacené plochy, které ukazuji podil nespravné
pozitivnich zavérl (normotonika zafadime mezi hypertoniky) a podil nespravné negativnich
zavérl (hypertonika zafadime mezi normotoniky). Tato situace je zndzornéna

a) pro délici bod C; =90 mm Hg,
b) pro délici bod C, = 105 mm Hg.

Obrazek 3.6: Grafické zobrazeni vlivu délici hranice
na nespravneé pozitivni a nespravné negativni
zaveéry: a) pri délicim bodu C; = 90 mm Hg je vyssi
nespravna pozitivita testu b) pti délicim bodu G, =
105 mm Hg je vyssi nespravna negativita testu.
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Nasim cilem je najit takovy délici bod, abychom docilili vhodné rovnovahy mezi nespravné
pozitivnimi a nespravné negativnimi zavéry. Z obrazku 3.6 mlZeme snadno porovnat dlsledky
volby déliciho bodu C; oproti bodu C,. Volba déliciho bodu je tedy zavisla na tom, jaké disledky
prinaseji nespravna rozhodnuti a jak ¢asto se objevuji. Proto pfi rozhodovani o volbé déliciho
bodu hraji roli i vahy, které pfisuzujeme nespravnym rozhodnutim. Na obrazku 3.7 je nakreslena
krivka, ktera pro zvoleny délici bod dopocitava senzitivitu a specificitu testu. Nazyva se ROC
(Receiver Operating Characteristic) kfivka. (Neprehlédnéte ponékud nestandardni volbu méritka
na vodorovné ose!) Na ROC kfivce uvadime dva body, které pfislusi zvolenym délicim bodim C; =
90 mm Hg a C; = 105 mm Hg.

Obrazek 3.7: ROC kfivka a délici body C; a G,
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Sance, pravdépodobnost a vérohodnost

Rekneme-li 7e $ance O(A) (odds) zavodniho koné na prvni misto v dostihovém zévodé (jev A) je
1 ku 4, znamend to, Ze kan zavod vyhraje s pravdépodobnosti P(A) = % =0,20. Abychom
vyjadreni pomoci Sance prevedl|i na vyjadieni pomoci pravdépodobnosti, secteme vlastné Cisla 1

+4 =5 a dostaneme tak jmenovatel zlomku pro vyjadreni pravdépodobnosti vyhry, tj. 1/5.

Pro libovolny ndhodny jev A tedy plati: Sance O(A) vyskytu jevu A je

0(4) = PP(E?J = ffijﬂj (3.18)
II ]I = 1 fli:flij.lﬂjl . (3.19)

V mediciné ¢asto pouzivame Sance pro vypocet podilu Sanci (odds ratio) OR, ktery udava podil
Sance, Ze se vyskytne néjaky jev A za urcité podminky (jev B), k Sanci, Ze se jev A vyskytne, kdyz
podminka neplati (jev —B ). Podil Sanci se tedy vypocte jako

— O(‘HE]'
kde samoziejmé
FiAlE Fid|-E



Rekneme-li napfiklad, e ve statistické studii o rakoviné plic bylo zjiténo, Ze $ance na vyskyt rakoviny plic
(jev A) u kufaka (jev B) je 5 ku 4 (5/4) a Sance na vyskyt rakoviny u nekufakd (jev —B ) je 1 ku 8 (1/8),
potom podil Sanci je

41

- — = 1|:|,

e[| i

co? znamena, Ze $ance dostat rakovinu plic je 10 x vétsi u kufakd neZ u nekuraka.

Pribuznym pojmem k podilu $anci je vérohodnostni pomér (likelihood ratio) LR, ktery udava podil
pravdépodobnosti, Ze se vyskytne néjaky jev A za urcité podminky (jev B), k pravdépodobnosti, ze
se jev A vyskytne, kdyz podminka neplati (jev —B ). Ma-li naptiklad pacient nadhlou ztratu paméti
(jev A), chceme znat vérohodnostni pomér vyskytu jevu A v pfipadé, Zze ma mozkovy nador

(jev B), tj. podil pravdépodobnosti, s jakou ztrdta paméti vznika pti nadoru mozku,

k pravdépodobnosti, s jakou vznikd v ostatnich pripadech (=B ). Vérohodnostni pomér je tedy
podil podminénych pravdépodobnosti

F(A|E
b= ﬁ'

PouZiti vérohodnostniho poméru je mozna praktictéjsi nez pocitat pravdépodobnost mozkového nadoru.

(3.21)

Vérohodnostni pomér uzivame i pfi hodnoceni skriningovych a diagnostickych testd. Naptiklad
vérohodnostni pomér pozitivniho skriningového testu je dan jako P(T* |D")/P(T" | D). Podobné

vérohodnostni pomér negativniho testu spoéteme jako P(T~ |D*)/P(T " |D7).



Kombinatorika

e Permutace
e Variace

e Kombinace

Uvod

Kombinatorika hraje v rozvoji matematického mysleni vyraznou roli. Jeji vyznam je
zejména v rozvoji logického mysleni a obecnych kombinacnich schopnosti, v neposledni fadé ji
Ize povaZovat za zaklad pro nasledné reseni riznych pravdépodobnostnich probléma.

Je ucivem hlavné stfednich Skol, kde se omezuje na klasickou problematiku vytvareni
skupin predmétl a urcovani poctli vsech skupin, které splnuji urcité podminky. Na zakladni Skole
se s ni setkavaji pouze zZaci navstévuijici Skoly s rozsifenou vyukou matematiky.

RGzné kombinatorické ulohy se vyskytuji ¢asto v matematickych olympiadach a dalSich
soutézich.

Na druhém stupni nespecializovanych zakladnich Skol se kombinatorické ulohy fesi také,
ale pouze intuitivné, uUsudkem nebo dosazovanim hodnot bez pouZiti vzorcl a obecnych
kombinatorickych pravidel.

Co je to vlastné kombinatorika?

Kombinatorika je ¢ast matematiky, ktera se (jak je z ndzvu jasné) zabyva kombinovanim
vseho mozného, napf. mlZzeme pfi sportovnim turnaji kombinovat druzstva, mizeme je
prifazovat do rtznych skupin atd.

Vznik kombinatoriky asi nelze presné zaradit do néjakého historického obdobi. Vyvijela se
prabézné s potrebou Clovéka, ktery chtél znat odpovédi na svoje nejriznéjsi otazky, které se
tykaly tohoto tématu.

Kombinatorika na rozdil od mnohych jinych ¢asti matematiky nepochazi z Recka. Prvni
zminky o Ulohach z kombinatoriky nachazime v Indii. Napfriklad v Iékaiském spise Susruta se jeho
Ctenafi uz v 6. stoleti pred n. I. mohli dodist, Ze Sesti rGznymi zakladnimi prichutémi se da
dosahnout celkem 63 chuti.

Vysledky uloh v tomto obdobi autofi nachazeji vypsanim vSsech moznosti, takze nevime,
zda znali i néjaké vSeobecné vzorce. Ty uz ale mGZeme predpokladat u Varahamihira, ktery,
chystajic se vyrabét parfémy, uvazoval, Ze vidy kdyz smicha 4 ze 16 zakladnich ingredienci, tak
dostane 1820 nadéjnych vonavek, coz zfejmé nemohl zjistit vypisovanim vSech moznosti.

Prvni kniha

Pak pfiSla mystickd Zidovska kniha s hebrejskym nazvem Sefer Yetzirah. Ta tvrdila: ,Ze
dvou kamen( postavi$ dva domy, ze tfech kamen( postavis Sest domd, ... atd.” Jeji autor tedy uz
ve 3. stoleti naSeho letopoctu nehovofi o nicem jiném, nez o faktorialech.

Mnozi dalsi autofi Zidovského a islamského svéta se zabyvali hlavné ulohami o poctu slov,
které je mozné sestavit z daného poctu pismen v abecedé, stale jim vSak chybéla zobecnéni. Az
pozorovanim hvézd podrobné odvodil pravidlo na vypocet k-prvkovych kombinaci ze 7 prvk.
Udélal to proto, Ze ho zajimal pocet vSech mozZnych konjunkci sedmi planet, které v té dobé
podle ného pozoroval.

Od 13. stoleti se uz v mnohych pracich objevuji i kombinatorické diikazy a matematici

vvvvvv

Kombinatorika v hrach

Jako matematicka disciplina se kombinatorika zacala objevovat pfiblizné v 17. stoleti. O
jeji rozvoj se krom jinych zaslouzili Pascal, Fermat, Bernoulli, Leibniz, Euler ¢i Laplace.



Pfedmétem jejich zkoumani byly hazardni hry. Velky vyznam méla uloha o rozdéleni
sazky, kterou Pascalovi pfedloZil jeho pfitel, vadnivy hra¢, de Méré. Slo o ,,Zapas“ hlava — orel,
ktery se hraje do 6 vyhranych partii. Problém vznikl, kdyZz musel byt pferusen v dobé, kdy jeden
hra¢ mél 5 a druhy 4 vyhrané partie. Jak tedy rozdélit vsazené penize? Bylo jasné, Ze rozdéleni v
poméru 5:4 by nebylo spravedlivé. Pascal pouzil metody kombinatoriky a fesil tento problém v
obecném ptipadé, kdy jednomu hraci zbyva jesté vyhrat r partii a druhému s partii. Touto Ulohou
se zabyval i Pierre Fermat, ale ten dosel k jinému feseni.

Dalsi rozvoj kombinatoriky je spojen se jmény Jakob Bernoulli, G. W. Leibniz a Leonhard
Euler. | u nich byly hlavnimi aplikace na rdzné hry (loto, pasians atd.).

V zépadnich kulturach ji matematici objevili téz v souvislosti s hazardnimi hrami. Tehdy
v Zivoté privilegovanych vrstev spole¢nosti zaujimaly hazardni hry vyznacné misto. V kartach a
kostkdach se vyhravaly a prohravaly brilianty, zlato, palace a statky, koné i drahé Sperky. Také byly
rozSifeny rozmanité loterie. Proto se kombinatorické Ulohy zpocatku tykaly predevsim téchto
her. Resily se naptiklad problémy kolika zpdsoby miiZze pfi daném poctu vrienych kostek padnout
urcity pocet ok, nebo kolika zpUsoby lze ziskat dva krale v jisté karetni hie. Tyto problémy byly
hybnou silou v rozvoji nejen kombinatoriky, ale také teorie pravdépodobnosti, které se rozvijely
soubézné.

Jednim z prvnich, kdo zacal pocitat riizné kombinace pfti hie v kostky, byl italsky
matematik Niccolo Tartaglia. Sestavil tabulku, v niZ je uvedeno, kolika zpisoby mizZe padnout na
r kostkach s ok. Z pocatku se zde vyskytovaly rizné nedostatky. Nepftihlizel napt. k tomu, Ze jeden
a tyz soucet ok Ize ziskat rdznymi zpUsoby (napft. 1+3+4=4+2+2).

Je vsak dobré si uvédomit, Ze kombinatorika, stejné jako kazda jind matematicka
disciplina, je Uzce propojena s ostatnimi disciplinami. Urcité nejvice s pravdépodobnosti, ktera je
vlastné na kombinatorice (a statistice) zaloZena. Statistika poskytuje data a kombinatorika
aparat. OvSem neni to jen pravdépodobnost, kombinatoriku miZzeme pouzit vSude, kde je to jen
trochu mozné. Prestavitelé nejriznéjsich specializaci potrebuji mnohdy resit ukoly, v nichzZ se
zkoumaji rozmanité kombinace sestavené z pismen, Cislic a jinych objekt(. Vedouci dilny ma
napfiklad rozdélit nékolik druhd prace obrabécim strojim, agronom musi umistit osevy
zemédélskych kultur na nékolik poli, zastupce feditele skoly sestavit rozvrh hodin, védec-chemik
prozkoumat mozna spojeni mezi molekulami a atomy, lingvista uvazit r(izné varianty vyznamu
pismen nezndmého jazyka atd.

Svymi metodami a pojmy se uplatiiuje i v fadé dalSich odvétvi matematiky, zejména
v algebre (v teorii grup a jejich reprezentaci), teorii Cisel, teorii pravdépodobnosti, teorii her, v
geometrii (pfi zkoumani jejich zaklad(), ale i v topologii a matematické analyze. Pro partie
kombinatoriky rozvijené ve 20. stoleti se také pouZziva nazev kombinatoricka analyza.

Zakladni pojmy kombinatoriky

Kombinatorika zkouma skupiny (podmnoziny) prvk( vybranych z jisté zakladni mnoziny.
Podle toho, zda se prvky v jednotlivych skupinach mohou ¢i nemohou opakovat, rozdélujeme
skupiny prvk{ na skupiny s opakovanim a skupiny bez opakovani. Dale rozliSujeme, zda vybrané
skupiny jsou uspofadané ¢i nikoli. Vybirame tedy k prvkd z danych n kone€né mnozinyN ( k eN a
n € N) vSech pfirozenych Cisel a tvofime (ne)usporadané k-tice.

K nalezeni vSéech moznosti vyuzivame zakladnich pravidel kombinatoriky (kombinatorické
pravidlo souctu a soucinu), definovanych zakladnich pojmi (permutace, variace, kombinace)
nebo jednoduse vypis vSech moZnosti.



Kombinatorické pravidlo souctu

Prvnim pravidlem kombinatoriky je kombinatorické pravidlo souctu. To je mozZné pouzit
tehdy, kdyZ se nam podati rozdélit zkoumané skupiny do nékolika tfid, pricemz kazda skupina
patfi pravé do jedné tridy. Je zfejmé, Ze pak je celkovy pocet skupin roven souctu poctl skupin ve
vSech tfidach (za podminky, Ze ani jedna z uvazovanych skupin nepatfi do dvou nebo vice tfid,
tzn. Ze tfidy jsou disjunktni).

Jestlize mnozina A; obsahuje n; prvk(, mnoZina A, ma n; prvkd, ..., mnozZina Ay ma ny
prvkl a jestlize kazdé dvé z mnozin Ay, A,, ..., Ay, jsou disjunktni (tzn. pranik libovolnych dvou

mnoZin je prazdny, tj. A N A; =Llpro i= j kde i, j=1,2,...,k), pak poCet viech prvki
k K

sjednoceni mnoZin Al WA, U...UA = UAi jerovensouctu n, +n, +---4+n, = Zni .
i=1 i=1

Kombinatorické pravidlo soucinu

Druhé pravidlo, které nazyvdme kombinatorickym pravidlem soucinu, je ponékud
sloZitéjsi. Pri sestavovani skupin o dvou prvcich je ¢asto znamo, kolika zpisoby mizeme vybrat
prvni prvek a kolika zpUsoby prvek druhy, pfitom pocet zptsobl vybéru druhého prvku nezavisi
na tom, jak byl vybran prvni prvek. Necht prvni prvek je mozno vybrat m zplsoby a druhy prvek n
zpUsoby. Pak skupinu téchto prvkd (m, n ) Ize vybrat m-n zpUsoby.

Jestlize mnozina A; obsahuje n; prvk(, mnoZina A, ma n;, prvkd, mnoZina Ax ma ni prvka,
pak pocet vSsech moznych usporadanych k-tic, jejichz prvni slozkou je libovolny prvek mnoziny A;,
druhou slozkou libovolny prvek mnoziny A;, ..., k-tou slozkou libovolny prvek mnoziny Ay, je
roven soucinu N, -N, ----- n,.

Priklad 1:

;s v

Kolik existuje dvojcifernych ptirozenych Cisel takovych, v nichZ se nevyskytuje stejna Cislice?

Reseni 1a:

Urc¢ime, kolik existuje dvojcifernych Cisel a poté z nich vyloucime ta, v nichz se vyskytuje
stejna Cislice (to jsou Cisla 11, 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88 a 99). Dvojciferna ¢isla jsou od 10 do 99,
takZe jich je 90 (vzali jsme Cisla 1 az 99, téch je 99, a odecetli jsme 9 jednocifernych Cisel, ta jsou:
1,2,3,4,5,6,7,8a9). Nyni od nasich 90 dvojcifernych Cisel odecteme dalSich 9 (to jsou Cisla 11,
22, ..,99) a dostdvame vysledek 90 - 9 = 81.

Pozndmka 1:

Z prvniho feseni Ize vypozorovat tzv. kombinatorické pravidlo souctu. Méjme konecné mnoziny
Ay, A,, ..., A, které maji po fadé ps, pa, ... pn prvki. Jsou-li kazdé dvé mnoziny navzdjem
disjunktni, tzn. neobsahuji Zadny spolecny prvek, pak pocet prvkl mnoziny A U A, U...UA, je

P+ P+t Py

Pozndmka 2:

MnoZina je soubor néjakych objektd, napriklad ¢isel. Pod mnoZinou A; si tedy mlZeme predstavit
tfeba vSechna jednociferna Cisla. Velikost této mnoziny je p1 =9 (Cisla 1az 9 - nulu

nepocitdme). Pod mnoZinou A, si miZeme predstavit tfeba mnoZinu vSech dvojcifernych Cisel.
Jeji velikost je 90 (Cisla 10 az 99). Znak znamena sjednoceni mnozin, ¢imzZ vznika dalsi

mnozina. TakZe mnozina A U A, je mnoZina v3ech dvoj nebo jednocifernych &isel. Jeji velikost je
99 (Cisla 1 az 99), a to je pravé pravidlo souctu, které je navic zobecnéno pro n mnozin.

Reseni 1b :

PoloZzme si otazku: kolika rliznymi Cislicemi mUZe takové dvojciferné Cislo zacinat? Zrejmé 9
Cislicemi (jsouto 1, 2,3,4,5,6,7,8a9). A kolika mlze pokra¢ovat? No mohlo by pokracovat



deseti Cislicemi (0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8 a9), ale pokud chceme jen ta, ve kterych se neopakuji
Cislice, mGzZeme pouZzit vSechny Cislice kromé té, kterd je na prvnim misté, tedy mizeme pouZzit 9
Cislic. Tzn. celkovy pocet takovych dvojcifernych Cisel je 9 - 9 = 81.

Poznamka 3:

Z druhého feseni mizeme vypozorovat kombinatorické pravidlo soucinu. Chceme vytvorit
usporadanou k-tici (dvojici, trojici, Ctvefici, pétici,...). Pro prvni clen mame na vybér z p; prvkd,
pro druhy z p, prvk( atd., pro k-ty z px prvka.

Pak pocet vSech moznych usporadanych k-tic je p1: p>-...- pk. Vysvétleni: V nasem pfikladu jsme
chtéli utvofit uspofadanou dvojici (k = 2). Pro prvni cifru jsme méli na vybér z deviti Cislic, pro
druhou cifru taktéz z deviti Cisel. Takze pocet takovych usporadanych dvojicje 9 - 9 = 81.

Permutace

Permutace bez opakovani

Permutace je vlastné obména poradi. Pfedstavte si Zaky sefazené pfi ndstupu v télocviku.
Kdyz navzajem prohodime dva (nebo vice) zaky, vytvofili jsme novou permutaci (novou obménu).
V tomto pfipadé je permutace navic charakteristicka tim, Ze se v ni kazdy prvek vyskytuje pravé
jednou (takze ani nechybi, ani se nevyskytuje vicekrat).

Zajimava je otazka kolik takovych permutaci lze vytvofit z n prvkd? Pro nazornost si
ukazeme vsechny permutace ze tfi prvkl (n = 3). Méjme napriklad Petra (P), Martinu (M) a Hanku
(H) a postavime je do fady:

P, M, H M, P, H H,P,M
P,H, M M, H, P H, M, P

Podafilo se nam sestavit Sest rliznych rad (Sest permutaci) a Zadna jina jiz neexistuje.

Pro zobecnéni po¢tu permutaci z n prvkl pouZijeme pravidlo soucinu. Chceme sestavit
usporadanou n-tici, pficemz mame k dispozici celkem n prvk(. Ptejme se: z kolika prvkll mame na
vybér pro prvni ¢len n-tice? Zrejmé mizeme pouzit vSech n prvk(. Z kolika prvkl mame na vybér
pro druhy ¢len n-tice? Zfejmé vsechny kromé toho prvniho, tedy (n—1) prvkd. Z kolika prvkd
mame na vybér pro treti ¢len n-tice? Zfejmé viechny kromé prvniho a druhého, tedy (n—2), atd.
PouZitim pravidla soucinu zjistime, Ze pocet vSech permutaci z n prvkG jen:(n-1)-(n-2)-...-2-
1.

Meéli bychom si pocet permutaci z n prvkl néjak oznacit, protoze komu by se chtélo psat
tak dlouhé souciny? Vétsinou se tento pocet oznacuje P(n) nebo P,. Matematici si vSimli, Ze pocet
permutaci z n prvkd se pouziva az pfilis ¢asto, a proto si vymysleli jeSté dalSi symbol, a sice
vykfFi¢nik, tedy P(n) = n! a pojmenovali ho faktoridl ¢isla n. TakzZe faktorial n je definovan
nasledovnén!=n-(n-1)-(n-2)-...-2- 1. Navic jeSté definovali faktorial nuly 0! = 1. Proc to tak
udélali si povime az pozdéji, kdyz budeme mluvit o variacich. Aby se faktorial nestal jen pojmem,
ukazme si nékolik prvnich faktorial(:

ol=1

11=1

21=2-1=2
31=3-2-1=6
41=4-3-2-1=24
5!=5-4-3-2-1=120
6!=6-5-4-3-2-1=720

7'=7-6-5-4-3-2-1=5040

Faktorialy velice rychle rostou, coz je jeden z divodd, proc je lepsi pouzivat zapis 100! nez
zapis Ciselné hodnoty tak velkého faktorialu.

Priklad 2



Meéjme 6 rtznych zdvodnich aut, oznaéme si je tteba A, B, C, D, E, F. Jaky je
a) pocet vsech moZnych poradi, v nichZ auta projedou cilem?
b) pocet v§ech moZnych potadi, v nichZ auto A projede cilem d¥ive nez B?
c) pocet vSech mozZnych potadi, v nichZ auto B ptijede hned po autu A?

Reseni

a) Jedna se vlastné o permutaci ze Sesti prvk(, takZe jiz bez vysvétlovani vsech
moznych poradi je P(6) = 6! = 720.

b) Rozdélme si vSechna poradi do dvou skupin. V prvni skupiné budou ta, kde je A

pred B a ve druhé skupiné ta, kde je naopak B pred A. Kazdému pofadi z prvni skupiny odpovida
pravé jedno poradi z druhé skupiny takové, ze prohodime A a B, takze tyto skupiny jsou stejné
velké. Odtud je jasné, Ze pocet hledanych moznostije 1/2 * P(6) = 6! / 2 = 360.

c) Udélame takovouto Uvahu. Auta A, B musi projet bezprostiedné po sobé, takze je
to totéz, jakoby zavodilo jen jedno auto AB, tedy pocet vSech takovych poradi je pocet permutaci
z péti prvkd (ze dvou prvkl A, B vznikl jediny prvek AB), coz je 5! = 120.

Priklad 3
Méjme n rGznobarevnych kordlk(, které budeme navlikat na nit. Jeji konce poté svdZzeme, takze
dostaneme kruh (néco jako ndhrdelnik). Kolika zpGsoby Ize kordlky do kruhu usporadat?
(Usporadani, které se lisi jen otocenim kruhu nepovaZujeme za razné)

Reseni

Nejdfive uréime pocet vSech usporadani. Tedy jako bychom koralky navlikali do rady,
nikoli do kruhu. Téch je n! Ovsem nékolik usporadani je kruhu shodnych. Provedme nasledujici
Uvahu. UvaZzujme néjaké usporadani v kruhu zvolme si libovolny koralek, o kterém prohlasime, ze
je prvni a ostatni koralky ocislujeme tfeba ve sméru hodinovych ruci¢ek. Ted celé usporadani
pootoc¢ime ve sméru hodinovych rucicek o jeden korélek (takZe prvni se dostane na misto
druhého, druhy na misto tretiho, atd.), ¢imZ dostaneme shodné uspofadani. Takto mizeme
usporadani pootocit n-krat a vidy dostaneme shodné usporadani. Kdyz jsme ale koralky navlikali
do rady, vSechna tato shodna usporadani jsme zapocitali.

Vysledek tedy je %' _n-(n-9. (”n_ 221y (n2)241

Pro nazornost jesté uvedeme shodna usporadani v kruhu pro Ctyfi koralky:

12 41 34 23

43 32 21 14

Permutace s opakovanim

Permutace k prvkd s opakovanim z n prvk( je kazda usporadana k-tice sestavena z téchto
n prvkl tak, Ze se v ni nékteré ze zvolenych prvkd mohou opakovat, pficemz 1. prvek se opakuje
ki-krat, 2. prvek se opakuje k»>-krat, ..., n-ty prvek k,-krat.

Pocet téchto permutaci znamena kolik rliznych k-tic Ize takto utvofit. Znacime ho
P'(k.,K,,...,k,) a pocitdme podle vzorce

1 _ k! s v : _
P (kl,kz,...,kn)—m,prok;platl, zZe ;ki =n.

Variace

Variace bez opakovani

Variace je také, podobné jako permutace, obména poradi. OvSsem je zde dulezity rozdil.
V permutaci jsme méli k dispozici n prvkd a vytvareli jsme n-€lenné skupiny. Vytvarime-li variaci,
mame k dispozici n prvkd a vytvarime k-Clenné skupiny. Jinymi slovy vybirame k prvka ve
stanoveném poradi z danych n prvkd. Je tedy vidét, Ze permutace je specialni pfipad variace, kdy



k = n. VétSinou se pozaduje, aby bylo k <n, coz ale neni naprosto nutné. Co by se tedy stalo,
kdyby bylo k > n ? KdyZ si uvédomime, Ze vlastné z n prvkd chceme sestavit k-tici a pfitom n je
mensi nezZ k, je jasné, Ze zadnou sestavit nemlzeme. (Zkuste vytvofit ze tfi Cislic péticiferné Cislo -
nepodafi se vam to).

Variace bez opakovani je navic charakteristicka tim, Ze kazdy prvek se v ni vyskytuje
nejvyse jednou. Tzn., Ze bud've variaci je, nebo tam neni, ale nesmi tam byt vickrat. Dale se
budeme zabyvat pfipadem, kdy k < n. Opét je uzitecné zjistit pocet vSech k-¢lennych variaci.
Pouzijeme k tomu pravidlo soucinu.

Ptdme se: z kolika prvk(i madme na vybér pro prvni ¢len k-tice? Zfejmé mizeme pouZit
vSech n prvkU. Z kolika prvk( mame na vybér pro druhy €len k-tice? Zrejmeé vSechny kromé prvni,
protoze ten jsme jiz pouzili, tedy (n — 1) prvk(. Z kolika prvk(i mame na vybér pro treti ¢len k-tice?
Ztejmé (n — 2) prvka. A z kolika prvk( mame na vybér pro posledni k-ty ¢len k-tice? Zrejmé
vSechny kromé téch, které jsme jiz pouzili. Pouzili jsme jich (k — 1), takZe pro posledni ¢len k-tice
muzeme vybirat ze zbylych [n - (k - 1)] prvk(. Odtud je jiz jasny pocet k-Clennych variaci z n prvk(:
n«(n-1)(n-2)....(n-k+1).

Pro pocet k-Clenné variace bez opakovani z n prvk( byl zvolen symbol V(k, n) nebo téz
Vi(n). ProtoZe jsme jiz zavedli pojem faktoridlu a umime jej vypocitat, miZzeme pocet variaci bez
opakovani vyjadrit jeho pouzitim

no(n=1)-e. (n_k+1)'(n—k)-(n—k—1) ----- 2~1: n!

(n=-k)-(n-k-=12)----- 2-1 (n—k)!

n!
(n=k)!

Tento vzorec by mél platit i pro permutace, protoze, jak jsme si jiz fekli, permutace je jen
specidlni pripad variace.

Dosadme tedy k =n: V(n, n) =P(n) =n!/(n-n)! =n! /0!, pfitom ale vime, Ze P(n) = n!

Proto definujeme 0! = 1

Pozndmka:

Pro pfipad k > n dostdvame po dosazeni do vzorce V(k, n) jeden Cinitel nulovy, takZe i cely soucin a tim i celd
variace je rovna nule. Toto odpovidda nasi Uvaze v Uvodu odstavce o variacich. Konkrétné pro k=5, n = 3 dostavame
V(5,3)=3-2-1-0-(-1) = 0.

Priklad 4
Mame k dispozici pét barev (tieba modrd, bila, cervend, Zluta a cernd) a chceme z nich vytvofrit
trojbarevnou viajku, kterd je sloZend ze t¥i vodorovnych pruht (podobné jako ruskd, némeckd,
madarskd, lucemburska ¢i dzerbdjdZanskd). Navic chceme, aby kaZdy pruh mél jinou barvu
(rakouska viajka neptipadad v uvahu).

a) Kolik takovych viajek miZeme sestavit?

b) Kolik z nich ma bily pruh?

c) Kolik z nich ma bily pruh uprostied?

d) Kolik z nich nema bily pruh?
Reseni

a) Jedna se o troj¢lennou variaci z péti prvkd, takze vSsech moznosti je V(3,5)=5-4-3 =60

b) MUZeme ze zbylych barev vybrat vzdy dvojici, kterou pak doplnime bilou barvou. Téchto

dvojic je V(2,4) =4 - 3 = 12. Bilou barvu Ize doplnit budto nad oba pruhy nebo mezi né
nebo pod né (3 moznosti umisténi). Takze celkem vlajek z bilym pruhem je 3-V(2, 4) = 36.
c) Vlastné jsme tuto ¢ast jiz vyresili v b). Mdme jen jednu moznost, kam bilou barvu doplnit,

a sice jediné mezi dvojici barev, takze je jasny vysledek 12.

d) VyuzZijeme kombinatorické pravidlo souctu. Pocet vlajek, které nemaji bilou barvu si
oznacime treba x. Vime, Ze pocet vlajek, které bilou barvu nemaji a pocet vlajek, které
bilou barvu maji ndém musi dat pocet vSech vlajek (pravidlo souctu). Vlajek, které maji

takze V (k,n) =



bilou barvu je 36 (viz vysSe) a pocet vsech vlajek je 60, tedy musi platit: x + 36 = 60, odtud x
=24, coz je hledany vysledek.

Variace s opakovanim

k-clenna variace s opakovanim z n prvkl je kazda usporadana k-tice sestavenad z téchto
n prvkd, pficemz viechny prvky v ni nemusi byt riizné (tj. mohou se opakovat).

Tzn. Ze z mnoziny n objektl sestavujeme vSechny mozné skupiny o k predmétech, tzv. k-
tice. Pfitom se v téchto skupindch mohou predméty téhoz druhu vyskytovat i vicekrat.

Pocet téchto variaci znamena kolik rlznych k-tic Ize takto utvofit. Znacime ho V'(k,n)

a pocitdme podle vzorce V'(k,n) = n¥.

Kombinace

Kombinace se vyznacné lisi od permutaci a variaci. V kombinacich nam totiz nezdlezi na poradi
prvki. Vezmeme atypicky priklad. Znama je napt. alpska kombinace (sjezd, slalom a obfi slalom).
Vlbec vsak nezalezi na tom, ktera z disciplin se pojede jako prvni, druha a ktera jako posledni. Je
to naprosto jedno, coz se presné hodi ke kombinacim chapanym matematicky.

Kombinace bez opakovani

K-Clenna kombinace bez opakovani z n prvku je kazda neusporadana k-tice (mnozina k prvki)
vybrana z danych n prvki. V mnoziné se zadné prvky neopakuji (kazdy prvek se v ni vyskytuje
nejvyse jednou). Opét se vétsSinou pozaduje stejné jako u variacin k £, ale neni to naprosto
nezbytné. Pocet téchto kombinaci znamena kolik rdznych k-tic Ize takto utvofit. Znacime ho

|
K(k,n) a potitdme podle vzorce K(k,n) :V(t;n) :(EL Ki( ; k)!
H L n_ 1

Poznamka:

n
Symbol (kj ¢teme ,,n nad k“ a nazyvame ho kombinacnim Cislem. Pro kazdé n, kONy, k < n plati:

nj n!
(kJ_ kt(n—k)!’

Pokusme se nyni pocet k-Clennych kombinaci z n prvk( odvodit.

Umime urcit pocet usporadanych k-tic, které lze sestavit z n prvk( - to je variace. Ovsem nékolik
téchto k-tic se lisi pouze poradim prvk(. Kolik jich je? Vezmeme si libovolnou k-tici a vytvofime
vSechny jeji obmény pouze s jejimi prvky (tedy permutaci). Zfejmé se viemi k-ticemi, které jsme
praveé vytvotrili, se bude liSit pouze poradim prvk.

Odtud je jiz jasné, Ze pocet vSech k-clennych kombinaci na n prvcich je V(k, n) /P(k).



Zaklady statistiky
® ndhodnd velic¢ina a jeji typy
e hustota pravdépodobnosti
e pravdépodobnostni funkce
e distribucni funkce

e typy a grafické vyjadieni rozdéleni pravdépodobnosti

Nahodna veli¢ina a rozdéleni pravdépodobnosti

Statistik je ten, kdo s hlavou v rozpdlené troubé a s nohama v nddobé s ledem na dotaz, jak se citi, odpovi:
"V priiméru se citim dobre."
anonym

Diskrétni a spojita nahodna velicina

Vétsina nahodnych pokusl a pozorovani provadénych v biologii a mediciné ma vysledek
vyjadreny redlnym Cislem. Tato Cisla vytvareji hodnoty redlné ndhodné veliciny. Nahodné veliciny
oznacujeme zpravidla velkymi pismeny z konce latinské abecedy, napfiklad X, Y, Z, a jejich
hodnoty odpovidajicimi malymi pismeny, naptiklad x, y, z. K zakladnim charakteristikdm nahodné
veli¢iny fadime pramér () a rozptyl (o%)- viz dale. Jak €asto urcité hodnoty ndhodné veliciny
nastavaji, je exaktné matematicky popsano pomoci rozdéleni pravdépodobnosti. V praxi se
zpravidla setkavame s nahodnymi veli¢inami dvojiho typu - diskrétnimi a spojitymi nahodnymi
veli¢inami.

Diskrétni ndhodna velicina X mGze nabyt jen kone¢ného X, X,,..., X, nebo spoc¢etného

X;s X, X3,... po€tu hodnot. Kazdé hodnoté x; je pfifazena pravdépodobnost P(X =x;) >0

a soucet téchto pravdépodobnosti pro vSechny hodnoty x; je roven jedné. Pravdépodobnosti
P(X = x;) charakterizuji diskrétni pravdépodobnostni rozdéleni. Pro diskrétni ndhodnou velic¢inu

X s kone¢nym poctem hodnot spocteme primeér (stfedni hodnotu)

&
[ = E o F[X = ;] (4.1)
=1
a rozptyl
k
T = II:I‘,' — _H:IEPII_X = I‘,':I. (4.2)

Druha odmocnina z rozptylu se nazyva smérodatnd (standardni) odchylka o > 0.



V pfipadé, zZe diskrétni ndhodna veli¢ina nabyva spocetného poctu hodnot, dostavame obdobné

= E o F[X = ;) (4.3)
=1
a
o = EI{:I‘,‘—JU:IEPIIX:I‘,']I. (4.4)
=1

Priklad 4.1 Vylucovatelstvi skupinové specifickych substanci ABH je podminéno dominantni alelou Se,
nevylucovatelstvi je podminéno recesivni alelou se. JestliZe rodice jsou heterozygotni vylucovatelé (Se, se),
jejich potomek miiZe byt nevylucovatel (se, se), homozygotni vylucovatel (Se, Se) nebo heterozygotni
vylucovatel (Se, se) s pravdépodobnostmi uvedenymi v tabulce 4.1.

Tabulka 4.1: Vylucovatelstvi skupinové specifickych substanci ABH

Genotyp potomka Pocet alel Se | Pravdépodobnost
Nevylucovatel (se, se) 0 0,25
Heterozygotni vyluCovatel (Se, se) 1 0,50
Homozygotni vylucovatel (Se, Se) 2 0,25

Vidime, Ze vysledky pozorovani Ize popsat bud pomoci nominalniho znaku "genotyp potomka",
rozdéleného do tfi tfid: nevylucovatel (se, se), heterozygotni vylucovatel (Se, se), homozygotni
vylucovatel (Se, Se), ¢i méné podrobné pomoci dichotomického znaku - vylucovatel,
nevylucovatel. MGZeme vSak také sledovat kvantitativni znak "pocet alel Se", jehoZz hodnoty lze
interpretovat jako vysledky nahodnych pozorovani. "Pocet alel Se" je diskrétni ndhodna veli¢ina X
nabyvajici hodnot x = 0,1,2 s pravdépodobnostmi P(X =0) =0,25, P(X =1)=0,5,

P(X =2)=0,25, tudiz s primérem (stfedni hodnotou)

p=0-0341.-068042-035=1

a rozptylem

of = (0—1)%-0,25 4+ (1—1)%-05+(2—1)%-0,25 = 0,50.

Jeji pravdépodobnostni rozdéleni je znazornéno tyckovym grafem na obrazku 4.1.
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Obrazek 4.1: Rozdéleni pravdépodobnosti "poctu alel Se" v genotypu
potomka heterozygotnich vylucovatell

Rozdéleni pravdépodobnos t

05 -

prawdépodobnost

podet alel e

Velmi ¢asto popisujeme rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny X pomoci distribucni
funkce F(x). Distribucni funkce F(x) vyjadfuje pro kazdé realné x pravdépodobnost, Zze nahodna
veli¢ina X nabude hodnoty mensi nebo rovné x, tedy

Flr)=P[X < z), pro —oo < 1 < foo. (4.5)

Na obrazku 4.2 je graficky znazornéna distribuéni funkce diskrétni nahodné velitiny X "pocet alel Se". <

Obrazek 4.2: Distribuc¢ni funkce F(x) nahodné veli¢iny X "pocet alel Se"
v genotypu potomka heterozygotnich vylucovatelt

Distribuéni funkce

Rx)
1,00 ¢ ]
075 ¢ - L]
0,50 .
0,25 | [ ] el
0,00 - oy .

4] 1 2 3 =
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Jestlize je ndhodna velic¢ina spojitd, nema smysl uvazovat pravdépodobnosti jednotlivych hodnot
X, protoZe tyto pravdépodobnosti jsou obecné rovny nule. Napfiklad pravdépodobnost, Ze vyska
dospélého muze je pfesné 180 cm, je rovna nule, protoze v obecné nekonecné populaci muzi

s vyskou 180 cm tvori zcela zanedbatelnou ¢ast. AvSak uvazujeme-li maly interval kolem stredu
180 cm, bude jiz nenulova pravdépodobnost, Ze namérime vysku z tohoto intervalu. V praxi
méreni vysky provadime vétsSinou s pfesnosti na centimetry, a proto namérena vyska 180 cm
znamena, Ze skutecnd vyska muze lezi pfiblizné v rozmezi od 179,5 cm do 180,5 cm.

Spojitd ndhodnd velicina X nabyva vSech hodnot x z ur¢itého intervalu. Jeji pravdépodobnostni
rozdéleni je popsano pomoci realné nezaporné funkce f(x), ktera se nazyva hustota (frekvencni
funkce) rozdéleni. Pomoci hustoty pocitdme hodnoty priméru a rozptylu spojité nahodné
veli¢iny. Distribucni funkci spojité ndhodné veliciny F(x) lze graficky vyjadfit plochou pod
hustotou f(x), viz obrazek 4.3.

Obrazek 4.3: Velikost vybarvené plochy odpovida hodnoté distribuéni
funkce Fv bodé x

Hustota a distribuéni funkce

Fix) Fix)

Podle tvaru rozezndvame symetrické a asymetrické pravdépodobnostni rozdéleni. Symetrické rozdéleni
Casto miva "télesnd vyska" ve sledované populaci osob. Asymetrické rozdéleni je bud' levostranné nebo
pravostranné asymetrické. Pravostranné asymetrické rozdéleni (ma delsi pravy chvost) ¢asto pozorujeme
pro "télesnou hmotnost" osob sledované populace. Pravdépodobnostni rozdéleni jsou vétsinou
jednovrcholovd, ale mohou byt i dvouvrcholovd nebo obecné vicevrcholova. Zpravidla je vicevrcholovost
zpUsobena nehomogenitou dat, naptiklad dvouvrcholovost pozorujeme u pravdépodobnostniho rozdéleni
"télesné vysky" pro populaci sloZzenou z muz( a Zen. Na obrdazku 4.4 jsou uvedeny priklady nékterych
spojitych rozdéleni pravdépodobnosti.

Obrazek 4.4: Priklady spojitych rozdéleni a) symetrické jednovrcholové
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rozdéleni, b) dvouvrcholové rozdéleni, c) pravostranné asymetrické
rozdéleni, d) levostranné asymetrické rozdéleni

<) dj

4.2 Normalni rozdéleni

V praxi se ¢asto setkavame s normalnim rozdélenim u fady velicin popisujicich vysledky
biochemického vysetreni, napt. u télesné vysky, diastolického tlaku, vitalni kapacity plic nebo
sledovani velikosti chyby méreni. Normalni rozdéleni je také znamo jako Gaussovo rozdéleni
(podle svého objevitele Gausse). Slovo "normalni" zde ovsem neni pouZito ve svém obvyklém
smyslu "obycejné", "bézné", Ci v Iékarském vyznamu "bez nemoci". Jeho poutziti se vztahuje

k starSimu vyznamu "fidici se zdkonem nebo modelem".

Hustota normdlniho rozdéleni veli¢iny X ma tvar

fiz) = -5 (557 (4.6)

kde 7 =3141... a € = 2,718... jsou matematické konstanty a & a o > 0 jsou konstanty uréujici
polohu kFivky (4.6) na ose x (4) a jeji "roztazeni" podél osy x (o), tj. primérnou hodnotu a miru

variability. Takovym konstantdm se fika parametry. Zname-li parametry ( a o, je normalni rozdéleni
v v v cve / TP v , o % 2 .
plné uréeno. To, Ze veli¢ina X m3 normalni rozdéleni s primérem  a rozptylem o, se proto symbolicky

zapisuje jako X ~ N(x, 02) . Pro veli¢inu X s normalnim rozdélenim lze histogram vysledk( velkého

poctu n nezavislych pozorovani vyrovnat kfivkou (4.6) - viz obrazek 5.1.

Obrazek 4.5: Hustota normalniho rozdéleni
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Hustota rozdélenl
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85 %

Grafické znazornéni normalniho rozdéleni je dano touto symetrickou jednovrcholovou hustotou,
ktera je zvonovitého tvaru a nikde neprotina vodorovnou osu (viz obrazek 4.5). Parametr lezici
pod vrcholem hustoty je primér u, parametr o je smérodatna odchylka a jeho druhd mocnina

rozptyl o2 (variance) veli¢iny X. Plocha pod kfivkou hustoty normélniho rozdéleni je rovna jedné.
Pravdépodobnost, Ze ndhodnad veli¢ina nabude hodnot z urcitého intervalu, je rovna plose pod
hustotou nad timto intervalem. Napfiklad pro interval s hranicemi 1—1960 a ©+196c ma

tato plocha velikost 0,95. Nahodna veli¢ina X nabyva tedy hodnot z tohoto intervalu s 95%
pravdépodobnosti a pouze s 5% pravdépodobnosti leZi jeji hodnoty mimo uvedeny interval (viz
obrazek 4.5).

Parametr x, primér nahodné veli€iny, urcuje polohu rozdéleni na ¢iselné ose. Na obrazku 4.6

jsou zakresleny dvé hustoty normalniho rozdéleni s rGznymi priiméry a stejnymi smérodatnymi
odchylkami. Vzhledem k symetrii normalniho rozdéleni je parametr souc¢asné modem a
medidnem. Modus je hodnota ndhodné veliCiny, ktera se vyskytuje nejcastéji. U spojitého
rozdéleni ji hleddme pod vrcholem hustoty. Medidn je prostfedni hodnota v tom smyslu, Ze
rozdéluje plochu pod hustotou na dvé stejné velké ¢asti. Primér, modus a median se nazyvaji
miry polohy. Modus a medidn se uplatfiuji zejména pfi popisu asymetrickych a vicevrcholovych
rozdéleni.

Obrazek: Hustoty normalnich rozdéleni s riznymi priméry s < 1,

a stejnymi smérodatnymi odchylkami
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Poznamka: Je-li velicina normalné rozdélena, pak priimér, medidan a modus jsou shodné, tj. maji
stejnou hodnotu. Je-li veli¢ina zeSikmena napravo (tj. ma pravostranné asymetrické rozdéleni
neboli delsi pravy chvost), pak modus < median < primér. Analogicky pro veli¢inu zkosenou
doleva. (Viz obrazek 4.4.)

Parametr o, smérodatna odchylka nahodné veliCiny, urcuje tvar hustoty normalniho rozdéleni.

obrazku 4.7 jsou znazornény dvé hustoty normalniho rozdéleni se stejnymi priiméry a rlznymi
smérodatnymi odchylkami (o, < ,). Vidime, Ze pro vétsi smérodatnou odchylku se mohou

snaze vyskytovat hodnoty ndhodné veliCiny vzdalenéjsi od priméru. Proto smérodatnou
odchylku o (stejné jako rozptyl o?) fadime mezi miry variability.

Obrazek: Hustoty normalnich rozdéleni se stejnymi priméry a rdznymi

smérodatnymi odchylkami o, < o,
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V normalnim rozdéleni:

1.
témér 70 % hodnot leZi ve vzdalenosti mensi nez 1 smérodatna odchylka od priiméru, presnéji
68,27 % leil mesl 4 + 10;
2.
95 % hodnot leZi ve vzdalenosti mensi nez 2 smérodatné odchylky od prdméru, presnéji
95 % lesf mesi g £ 1,%60;
3.

99 % hodnot lezi ve vzdalenosti mensi nez 3 smérodatné odchylky od prdmeéru, presnéji

99 % leif mesi g £+ 2,5760.

Pro srovnani variability nékterych pravdépodobnostnich rozdéleni je vhodnym ukazatelem
variacni koeficient, ktery je dan podilem smérodatné odchylky a prliméru. Je bezrozmérny
a obvykle se vyjadfuje v procentech, tj. (o / ) -100 % . Variacni koeficient pouzivame pro

srovnani nékolika ndhodnych veli¢in s velmi odliSnymi priméry nebo pro srovndani variability
veli¢in mérenych v rliznych jednotkach.

Dulezitymi ukazateli variability jsou tzv. kvantily. 100 P% kvantil X je Cislo, které oddéluje
100 P% nejmensich hodnot ndhodné veliginy X, tj. distribuéni funkce v bodé xp je F(xp) = P. Tedy

50% kvantil Xg 50 je totéZ co median. Dobry popis rozdéleni pravdépodobnosti dostaneme
stanovenim dostatec¢ného poctu kvantil(. Kvantily zaznamenané po dvaceti péti procentech
nazyvame kvartily, po deseti procentech decily a po jednom procentu percentily. Tedy



25% kvantil je 1. kvartil (dolni kvartil), 10% kvantil je 1. decil a podobné 1% kvantil je 1. percentil.
Median je totéz co 50% kvantil, 2. kvartil, 5. decil nebo 50. percentil. S pouzitim kvartil(, decild a
percentil(l se ¢asto setkavame pti prezentaci vysledk( antropometrickych studii.

Pro veli¢inu X ~ N(u,c?) lze vypotitat hodnotu distribugni funkce F(x) = P(X < X) pro

libovolné x pomoci hustoty normalniho rozdéleni. Ve statistickych tabulkach nalezneme
vypoctené hodnoty distribuéni funkce pouze pro normalni rozdéleni s prilmérem 0 a rozptylem 1
(viz tabulku A.2). Veli¢inu s timto normdlnim rozdélenim oznacime Z,tj. Z ~ N(0,1) a rozdéleni

nazyvame standardizované (normované) normdlni rozdéleni. Distribuéni funkci
standardizovaného normalniho rozdéleni oznacime ®(z) = P(Z < z). Libovolnou veli¢inu

X ~ N(u,0?) mdzeme transformovat na veli¢inu Z = (X — x)/ o, kterd mé standardizované
normalni rozdéleni, tj. Z ~ N(0,1) . Podle pravidel pro Upravu nerovnosti Ize snadno odvodit, Ze

Fiz)

P(X{IJ:P(X_”{E_”):
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Pfiklad 4.2 Vyska v populaci chlapcii ve véku 3,5-4 roky ma normalni rozdéleni s pramérem x =102 cm
a smérodatnou odchylkou o = 4,5 cm. Spoctéte, jaké procento chlapcd v uvedeném véku ma vysku
mensi nebo rovnou 93 cm.

Reseni: Pravdépodobnost, 7e vy$ka nabude hodnoty mensi nebo rovné 93 cm, je vyjadfena hodnotou
distribu¢ni funkce

F(s3) = P(X <93)=P (Eg %) =

V tabulce A.2 najdeme ®(—2) = 0,0228. TudiZ pouze 2,28 % chlapcl ve v&ku 3,5-4 roky md vysku mensi

nebo rovnou 93 cm.

Jak jiz bylo uvedeno, fada veli¢in v biologii a mediciné ma Gaussovo normalni rozdéleni.
Setkdvame se vsak také s rozdélenimi jiného typu, ale nékdy lze takové velic¢iny vhodnou
transformaci prevést opét k normalnimu rozdéleni. Pfikladem je logaritmicka transformace.
Rekneme, Ze veli¢ina X ma logaritmicko-normdini rozdéleni s parametry s a o, tj.

X ~ LN(u,0?), jestlize velitina ¥ =104 ma normalni rozdéleni s parametry za o, tj.
Y ~ N(u,07). Ze zkuenosti vime, 7e logaritmicko-normalni rozdéleni mivé napf. télesna

hmotnost, doba preZiti po jedné davce ozareni nebo minimalni smrtnd davka pfipravku
v homogenni skupiné pokusnych zvifat.

Jiz z dat mUZeme usuzovat, zda je model normalniho rozdéleni vhodny. Velmi ¢asto jsou data
zeSikmena - bud kladné (dlouhy chvost napravo) nebo zaporné (dlouhy chvost nalevo).

V mediciné se s tim lze setkat pfi méreni hematologickych, hormonalnich nebo biologickych
velicin. Co tedy s takovymi daty délat?

Obvykly pristup
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Ztransformujeme plvodni veli¢inu (napf. pomoci logaritmu, druhé odmocniny ¢i prevracené
hodnoty) na novou velicinu, pro kterou je model normalniho rozdéleni prijatelny.

Analyzu potom provedeme na transformované veli¢iné.

Vysledky analyzy (napf. praméry Ci intervaly spolehlivosti) Ize pro Gcely prezentace vysledk(
zpétné transformovat.

Pokud nenajdeme vhodnou transformaci na normalni rozdéleni, nabizi statistika jiné pristupy
zaloZzené napf. na neparametrickych metodach.

4.3 Binomické rozdéleni

Normalni rozdéleni je vhodné pro spojité veliciny, ale ¢asto musime pracovat s veli¢inami, které
jsou ve své podstaté nespojité. Existuje nékolik typl diskrétnich rozdéleni, nejcastéjsi z nich se
nazyva binomické.

Uvazujeme n statisticky nezavislych pokust. V kazdém pokusu muze sledovany jev bud nastat
(="dspéch") nebo nenastat (= "neuspéch"). Odpovidajici pravdépodobnosti oznacime 7 a
(- 7) ajsou v kaZdém pokusu stejné. V tomto pfipadé tedy 7 nema vyznam Ludolfova Cisla

(3,141...)! Celkovy pocet Uspéchl X v n nezavislych pokusech je binomickad velicina. Tato nahodna
veli¢ina mUzZe nabyvat pouze celociselnych hodnot od 0 do n.

Je-liv kazdém pokusu pravdépodobnost Uspéchu 7, potom pravdépodobnost, Ze v n nezavislych
pokusech nastane presné k Uspéchd, je

PiX =1k = (E)fj"[l — fr:l”_j", pro k=10,1,2,...,m. (4.7)

n
Binomicky koeficient [kj je pocet k-¢lennych kombinaci z n objektd a je definovan nasledovné:

(D B E:!(+ik)!’ (4.8)

kde faktoridl n! znamena

n!=nfn—1){n—2)---1. (4.9)
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Napfriklad binomicky koeficient (:J je

Poznémka: 1'=1; I' =1,

Binomické rozdéleni nahodné veliciny X symbolicky zna¢ime X ~ Bi(n, z), kde n je pfirozené
Cisloa O0<7<1.

Pravdépodobnosti Ize pocitat rovnéz podle rekurzivniho vzorce

n—k a
P41 1-—wm

PI{X =r4 ]_II = PI{_X = .&‘]I (4.10)

Jestlize spo¢teme pravdépodobnosti P € = k: pro vSechny hodnoty k, snadno ovéfime, Ze jejich soucet

je roven jedné. Podle klasické binomické véty dostaneme

n

;—:P[_X =k =) (Dw”*(l )T = (1w = 1

k=0

Primérny pocet uspéchl ve vybéru o rozsahu n se ziska vynasobenim poctu nezavislych pokust
(nékdy nazyvanych Bernoulliho pokusy) pravdépodobnosti ispéchu v jednom pokusu. Primér
binomické veli¢iny je tedy # .

Rozptyl binomické veliiny je n;r(—;r:, kde (—ﬁ:je pravdépodobnost nedspéchu. Smérodatna
odchylka je druhd odmocnina z rozptylu, tedy nz€-7 _.

Specialnim pfipadem binomického rozdéleni Bi(n, ) je rozdéleni Bi(l, ), které se nazyva
alternativni.

Priklad 4.3 Predpokladejme, Ze pravdépodobnost narozeni divky je 0,49. Jaka je pravdépodobnost toho,
Ze mezi tremi détmi v rodiné je praveé jedna divka?

Tabulka 4.2: Parametry binomického rozdéleni v pfikladu 4.3

Pokus Uspéch |NeUspéch |Pravdépodobnost Uspéchu ' Poéet pokus(i | Pocet Uspéchil
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T n k

narozeni ditéte | divka | chlapec 0,49 pocet déti pocet divek

Reseni: Jak je vidét z tabulky 4.2, pocet narozenych divek v rodiné je ndhodna velic¢ina s binomickym
rozdélenim. Pravdépodobnost, Ze mezi tfemi détmi je pravé jedna divka, tedy vypocteme jako

P(X =1)= G) 0,491 . 0,51% = 3. 0,127 = 0,33. &

PFi pouziti tohoto postupu jsme predpokladali, Ze pokusy jsou nezavislé, tj. znalost vysledku
prvniho pokusu neovlivni pravdépodobnost v druhém pokusu atd. V nasem prikladu se tedy
nejednd o rodinu s dvojcaty Ci trojcaty.

Priklad 4.4 Jaka je pravdépodobnost, Ze v rodiné s 8 détmi jsou pravé 3 divky? Opét vyluCujeme, Ze
nékteré déti jsou z viceCetnych téhotenstvi. (Znovu predpokladejme, Ze pravdépodobnost narozeni divky
je 0,49.)
Reseni:

B-T7-6

-0,118 - 0,035 = 0,23, &
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V praxi se Ize vyhnout neprijemnému pocitani binomickych koeficientQ

1. vyhledanim koeficientu v tabulkach,
2. poutzitim kalkulacky,
3. poutzitim pocitace.

4.4 Poissonovo rozdéleni

Toto diskrétni rozdéleni vznikne bud jako limitni pfipad binomického rozdéleni nebo tehdy, kdyz
udalosti néjakého druhu nastavaji nahodné v ¢ase ¢i prostoru. Je-li pravdépodobnost (7) néjaké
vyjimecné uddlosti (napf. urcité mutace genu) relativné mald a rozsah vybéru pomérné velky, pak
Poissonovo rozdéleni v podstaté splyva s binomickym, ale je mnohem vyhodnéjsi pro pocitani.
Naptiklad kdyz n je pfilis velké - feknéme v tisicich - pak je velmi obtizné vypocitat binomicky

- n n!
koeficient =
(kj k-(n—k)!

Uvazujme nahodnou veli¢inu X, ktera predstavuje pocet vyskytl néjaké vyjimecné udalosti (napf.
mutace) v daném intervalu (natazeni DNA). Veli¢ina X tedy mUzZe nabyvat celociselnych hodnot
od 0 do nekone¢na. Necht # je konstanta oznadujici priimérny pocet udalosti v intervalu (¢asu
nebo prostoru). Potom

Ay
P(X=x)= £ j (4.11)
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a X je nahodna velidina s Poissonovym rozdélenim s parametrem A, kde symbol € je zdklad pfirozeného

logaritmu, € = 2,71828_ Symbolicky Poissonovo rozdéleni znagime X ~ Po(1), 4A>0.

Poissonovo rozdéleni je charakterizovano nasledujicimi vlastnostmi.

1. Pravdépodobnost vyskytu jedné udalosti v daném intervalu (¢asu nebo prostoru) je umérna délce
tohoto intervalu.
2. Udalosti se vyskytuji nezavisle jak ve stejném intervalu, tak mezi po sobé jdoucimi intervaly.

Pfipomenme, Ze primér binomické nahodné veli¢iny je roven nz a rozptyl je nz(1— 7). Kdyz je
7 velmi malé, pak 1— 7 je blizko 1 a nz(1— ) je pfiblizné rovno nz .V takové situaci je tedy

prameér i rozptyl rozdéleni totoZzny a mizZe byt nahrazen jedinym parametrem A . Skutecnost, Ze
prameér je roven rozptylu (tj. parametru A ), je charakteristickou vlastnosti Poissonova rozdéleni.

Priklad 4.5 Pfedpokladejme, Ze v urcité populaci krys se vyskytuje albin s pravdépodobnosti 7 = 0,001,

ostatni krysy jsou normalné pigmentované. Ve vzorku 100 krys ndhodné vybranych z této populace urcete
pravdépodobnost, Ze vzorek a) neobsahuje albina, b) obsahuje pravé jednoho albina.
Reseni: Pravdépodobnost vyskytu albina je 7 = 0,001. Predpokladany pocet albind ve vybéru o rozsahu n

je A =nx (pramér binomické ndhodné veliginy), tj. v nadem pfikladu A = nz =100-0,001=0,1. Podet

fidkych uddlosti (tj. albinl) oznaéme x. Potom podle vzorce (4.11)

-0l i 1|:| —-01
a]l Pro T = 0 mame £ o = = < T = 0,9043,
-0, 541 —01,
b] pro r =1 mame € - & = 0,09048.
1! 1

Jak je vidét, pravdépodobnost, Ze ve vzorku 100 krys nebude zadny albin, je desetkrat vyssi nez
pravdépodobnost, Ze ve vzorku bude pravé jeden albin. Pravdépodobnosti vyskytu dvou a vice albin{ jsou

jiz velmi malé. <»
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Ciselné soustavy

e Polyadické a nepolyadické Ciselné soustavy
e bindrni, oktalovd, hexadecimdini

e prevody mezi soustavami

e aritmetika v soustavdch



