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Pravdépodobnost a statistika Uvod
STUDIJNi OPORY S PREVAZUJICiMI DISTANCNIMI PRVKY PRO PREDMETY
TEORETICKEHO ZAKLADU STUDIA

je nazev projektu, ktery uspél v rdmci prvni vyzvy Opera¢niho programu Rozvoj lidskych
zdrojti. Projekt je spolufinancovan statnim rozpoétem CR a Evropskym socialnim fondem.
Partnery projektu jsou Regionalni stfedisko vychovy a vzdélavani, s.r.o. v Mosté, Univerzita
obrany v Brn¢ a Technicka univerzita v Liberci. Projekt byl zahajen 5.1.2006 a bude ukon¢en
4.1.2008.

Cilem projektu je zpracovani studijnich materialii z matematiky, deskriptivni geometrie,
fyziky a chemie tak, aby umoZnily pfedev§im samostatné studium a tim minimalizovaly pocet
kontaktnich hodin s uéitelem. Je zfejmé, Ze vytvorené texty jsou urCeny studentliim vSech
forem studia. Studenti kombinované a distan¢ni formy studia je vyuziji k samostudiu, studenti
V prezencni formé¢ si mohou doplnit ziskané védomosti. VSem studentim texty pomohou pfti
procviceni a ovéfeni ziskanych védomosti. Nezanedbatelnym cilem projektu je umoznit
zvySeni kvalifikace Sirokému spektru osob, které nemohly ve studiu na vysoké Skole

Z raznych davodi (socialnich, rodinnych, politickych) pokracovat bezprosttedné po maturite.

V ramci projektu jsou vytvoieny jednak standardni ucebni texty v tiSténé podobé,
koncipované pro samostatné studium, jednak e-learningové studijni materialy, pfistupné
prostiednictvim internetu. Soucasti vystupli je rovnéz banka testovych uloh pro jednotlivé
predméty, na niz si studenti ovéii, do jaké miry zvladli prostudované ucivo.

Vv

Pfejeme vam mnoho uUspéchu pfi studiu a budeme mit radost, pokud vam predlozeny
text pomuze pfi studiu a bude se vam libit. Protoze nikdo neni neomylny, mohou se i v tomto
textu objevit nejasnosti a chyby. Pfedem se za né omlouvame a budeme vam vdécni, pokud

nas na né upozornite.

ESF — ROVNE PRILEZITOSTI PRO VSECHNY
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uvoD
Tento distanéni text je uréen studentiim VSB-TU Ostrava.

Je clenén na dvé zékladni casti. Prvni znich je vénovéna zakladim poctu

pravdépodobnosti, druha uvodu do problematiky matematické statistiky.

Autofi se zaméfili na srozumitelny vyklad zékladnich pojmi a na objasnéni souvislosti
mezi témito pojmy. Ditkazy vét omezili na dikazy zakladnich vét a na takové, které ilustruji
uvahy, vedouci k témto vétam. Kazda kapitola obsahuje ptiklady s podrobnym feSenim a

v zavéru sadu nefeSenych tloh s vysledky.

Kapitoly vénované zakladiim poctu pravdépodobnosti jsou zaméfeny na definovani
pravdépodobnosti riznymi zpiisoby , na popis ndhodné veli¢iny a ndhodného vektoru. Jsou
uvedeny dilezité typy rozdéleni pravdépodobnosti diskrétni 1 spojité nahodné veliCiny.

Cast vénovana matematické statistice seznamuje s popisem statistickych soubort,
momentovymi a kvantilovymi charakteristikami, objasiiuje pojmy linedrni a nelinearni
regrese. Zaveérecné kapitoly jsou vénovany statistické indukci — ziskavani odhada parametra

zékladniho souboru a testovani statistickych hypotéz.

Za cenné rady a pfipominky k praci dékujeme Ivanu Kolomaznikovi a také recenzentim

Jifimu Vrbickému a Michalu VavroSovi.
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POKYNY KE STUDIU

V ivodu si vysvétlime jednotnou pevnou strukturu kazdé kapitoly textu, kterd by vam
méla pomoci k rychlejsi orientaci pfi studiu. Pro zvyraznéni jednotlivych c¢asti textu jsou

pouzivany ikony a barevné odliSeni, jejichz vyznam nyni objasnime.

Privodce studiem

vas struéné seznami s obsahem dané kapitoly a s jeji motivaci. Slouzi také k instrukci, jak

pokracovat dal po vyfeseni kontrolnich otdzek nebo kontrolnich texti.

Cile

vas seznami s uc¢ivem, které v dané kapitole poznate a které byste po jejim prostudovani

méli umeét.

Predpokladané znalosti

shrnuji stru¢né ucivo, které byste méli znat jesté diive nez kapitolu zacnete studovat. Jsou

nezbytnym piedpokladem pro uspésné zvladnuti nasledujici kapitoly.

Vyklad

oznaCuje samotny vyklad uciva dané kapitoly, ktery je ¢lenén zptisobem obvyklym

V matematice na definice, véty, pripadné dikazy.

o=

Definice 1.1.1.

Zavédi zékladni pojmy v dané kapitole.

Véta 1.1.1.

Uvadi zakladni vlastnosti pojmi zavedenych v dané kapitole.

Diikaz: Vychazi z predpokladl véty a dokazuje tvrzeni uvedené ve véte.
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N

Poznamka

neformalne komentuje vykladanou latku..

Resené ulohy
oznacuji vzorové piiklady, které ilustruji probrané ucivo.

Priklad Uvadi zadani ptikladu.

ReSeni: Uvadi podrobné feseni zadaného piikladu.

Ulohy k samostatnému feseni

obsahuji zadéani ptikladii k procvi¢eni probraného uciva. Ulohy oznafené ¥ patii

k obtizn€j$im a jsou ur¢eny zajemctim o hlubsi pochopeni tématu.

Vysledky uloh k samostatnému reseni

obsahuji spravné vysledky ptedchozich ptikladd, slouzi ke kontrole spravnosti feseni.

Kontrolni otazky

obsahuji soubor otazek k probranému ucivu véetné nckolika odpovédi, z nichz je vzdy

alespon jedna spravna.

Odpovédi na kontrolni otazky

uvadéji spravné odpovedi na kontrolni otdzky.

Kontrolni test

obsahuje soubor prikladii k probranému ucivu.

o e

Vysledky testu

uvadéji spravné odpovedi na priklady kontrolniho testu.

* X %
X Tk -9-
* *
t* **
*
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Shrnuti lekce

obsahuje strucny piehled uciva, které by mél student po prostudovani prislusné kapitoly

zvladnout.

Literatura

obsahuje seznam knih, které byly pouZity pii tvorbé piislusného textu a na které byly

ptipadné uvedeny odkazy k hlubSimu prostudovani tématu.

Piktogram, ktery upozoriiuje na dilezité vztahy nebo vlastnosti, které je nezbytné si

Zapamatovat.

*t*** _ 10 _
* *
t****
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1. KOMBINATORIKA

Privodce studiem

Na stiedni Skole se nékteti z vas seznamili se zakladnimi pojmy z kombinatoriky. V této

kapitole tyto pojmy zopakujeme a prohloubime vase znalosti.

Predpokladané znalosti

Mnoziny. Faktorial.

Cile

Cilem této kapitoly je objasnit pojmy variace, permutace, kombinace.

Vyklad

o=

KOMBINATORIKA
Zkouma skupiny (podmnoziny) prvka vybranych z jisté zakladni mnoziny. Podle toho, zda se
prvky v jednotlivych skupindch mohou ¢i nemohou opakovat, rozdélujeme skupiny prvki

na skupiny s opakovanim a skupiny bez opakovani.

Poznamka

Skupiny, kde se prvky nemohou opakovat si lze tedy predstavit tak, Ze prvky, které vybirame ze
zakladni skupiny do ni nevracime zpét a nemiizeme je tedy pouzit pri dalsim vybéru. Naopak
skupiny, kde se prvky mohou opakovat, vznikaji tak, zZe vybrané prvky vracime do zakladni

skupiny a v dalsim vybéru je miizeme znovu pouczit.

RozliSujeme tfi zékladni zpiisoby vybéru:

1.1. Variace k-té tridy z n prvka

- uspoiradané skupiny po k prvcich z danych n prvku

Ef A o
x *
** **

- *
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Kombinatorika

Resené ulohy

Priklad 1.1.1. Je ddna mnozina M = {1,2,3,4,5}. Z prvka této mnoziny mame vytvaret

dvojice, ptiCemz zéalezi na potadi a prvky se nemohou opakovat.

ReSeni: Vytvaiime tedy variace druhé tiidy z péti prvkd. Viechny moZnosti:
V2(5): (1,2) (21) (1,3) (3,1) (1,4) (4,1) (1,5) (5,1)
(2.3) 3.2) (24) (4.2) (2.5) (5.2)

(3,4) (4,3) (3,5) (5,3)

(4,5) (5,4)

Takze pocet vSech moZnosti je 20.

Priklad 1.1.2. Na startu bézeckého zavodu je 8 atletl. Kolika zptisoby mohou byt

obsazeny stupné vitézi?

ResSeni:

Jednoduchou uvahou dojdeme k tomu, Ze na prvnim misté se mize umistit

kdokoliv z 8-mi startujicich. Jestlize néktery z atletti uz dob&hl prvni, druhé misto

obsadi n¢kdo ze zbyvajicich 7-mi zavodniki. Jsou-li obsazena prvni dvé mista, je

ziejmé, ze pro tfeti misto mdme 6 moZznosti.

Celkem tedy: V3(8) = 8.7.6 = 336 moznosti

Obdobn¢ mtizeme postupovat pii odvozeni obecného vzorce pro pocet variaci k-té

tfidy z n prvki bez opakovani:

Ptame se:

Z kolika prvkt mame na vybér pro 1.¢len k-tice?: n

Z kolika prvkt mame na vybér pro 2.¢len k-tice?: n - 1

Z kolika prvkti mame na vybér pro k-ty ¢len k-tice?: n -k + 1

Proto:

Vi, n =n.n-1..n-k+1 =

.n—-k+1.

n-k .n-k-1 ...2.1_
n-k .n-k-1.21
_12_
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1.1.1. Pocet variaci k-té tfidy z n prvkii bez opakovani

Resené ulohy
Priklad 1.1.3. Kolik existuje trojcifernych ¢isel, které lze zapsat uzitim cifer 1, 2, 3, 4, 5.

ReSeni: Jedna se o piiklad na variace s opakovanim - zaleZi na pofadi cifer a cifry se
Vv ¢isle mohou opakovat:
Na prvni pozici v ¢isle se miize vyskytovat libovolna cifra z danych péti - tzn. 5
moznosti. Vzhledem k tomu, Ze cifry se v ¢isle mohou opakovat, dostavame stejny
pocet moznosti 1 na druhé a tieti pozici. Pocet vS§ech moZnosti:

V3'(5) =5.55=5%=125
Pokud tuto tivahu opét zobecnime dostaneme vzorec pro:

1.1.2. Pocet variaci k-té tiidy z n prvki s opakovanim

Vi'(n) = n*

Resené ulohy
Piiklad 1.1.4. Kolik ruznych znacek teoreticky existuje v Morseové abecedé, sestavuji-li

se teCky a carky do skupin po jedné az péti?

Refeni: Mame k dispozici dva znaky: e —
Z téchto znaki vytvatime postupné jeden znak, dvojice, trojice, Ctvetice a pétice.
Zalezi na poradi, znaky se samoziejm¢ mohou opakovat, jednd se tedy o variace s
opakovanim, pfiemzn=2ak=1,2,3,4,5:
2=V (@2)+Vo, (2 +Va (2 +Vs (2 +Vs(2) =2t +22+ 28+ 28 +2°=
=2+4+8+16+32=62

Ef A o
x *
** **

- *
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1.2. Permutace n prvk
- kazdé usporadana n-tice vybrand z n prvki
Resené ulohy

Priklad 1.2.1. Najdéte vSechny permutace bez opakovani z prvki mnoziny M = {1,7,9}

ReSeni: Viechny permutace bez opakovani z t&chto tii prvkia P(3):

(1,7,9), (1,9,7), (7,1,9), (7,9,1), (9.1,7), (9,7,1)

Priklad 1.2.2. Vyuzijeme zadani prikladu 1.1.2., pficemz nas bude zajimat, kolika zptsoby

budou obsazena vSechna mista.

Refeni: Vytvaiime tedy osmice vybrané z osmi prvkil, coZ piesnd odpovida pojmu
permutace.
Uloha se da vyfesit stejnou avahou, jako ptiklad 1.1.2.. Na prvnim misté mame 8
moznosti, na druhém 7 moZznosti (prvni misto je jiz obsazeno), na tfetim misté 6
moznosti, . . ., na osmém mist¢ tedy zbyva pouze jedina moznost.

Vysledek je tedy P(8) = 8.7.6.5.4.3.2.1 = 8! = 40320 moznosti
Takze:

1.2.1. Pocet permutaci n prvki bez opakovani

Pn=nl'=nn-1.n-2..321.

Resené ulohy
Priklad 1.2.3. Mg¢jme n raznych koralka, které budeme navlékat na nit’. Jeji konce pak

svazeme, takze vytvofime kruh (ndhrdelnik). Kolika zptisoby 1ze koralky do kruhu

uspotadat? Tzn. usporadani, které se liSi pouze otocenim kruhu nepovazujeme za razné.

Reseni:  Pokud bychom konce niti nesvazali, odpovidal by poet viech moznosti poétu
permutaci bez opakovani z n prvki, téch je n! Ov§em v kruhu by néktera z
uspofadani byla shodnd. Proved’'me tedy nasledujici uvahu. Uvazujme néjaké
uspofadani v kruhu a zvolme si libovolny koralek, o kterém prohlasime, Ze je prvni.
Ostatni koralky oc¢islujeme napt. ve sméru hodinovych rucicek. Celé uspofadani ted’

pootocime ve sméru hodinovych ruc¢icek o jeden koralek (prvni se dostane na misto
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druhého, druhy na misto ttetiho, ...), ¢imz v rdmci kruhu dostaneme shodné
uspotadani. Takto mizeme s koralky pootocit n krat a vzdy dostaneme shodné
usporadani. VSechna tato shodna uspotadani jsou ale zapocitana do poctu n! (pocet
usporadani pied svazanim konci niti). Vysledek je tedy:

nl_nn-11!

X=—=—"""= n-1|
n n

Priklad 1.2.4. Kolik riznych Sesticifernych Cisel lze vytvorit z ¢islic 1, 2, 2, 3, 3, 3?

ReSeni: Mezi danymi Sesti &islicemi se nékteré opakuji. Pokud by se ¢&islice
neopakovaly, vytvotili bychom 6! Cisel. V naSem piipad¢ se pocet ¢isel zmensi:
Z davodu, Ze tam mame dvé dvojky se pocCet moznosti snizi dvakrat - jedna moznost
2 2 namisto dvou moznosti X 2, 2 X (permutace ze dvou prvkl) v ptipadé, Ze by
Cislice byly rtizné.
V disledku tii trojek se pocet Cisel zmensi Sestkrat - jedna moznost 3 3 3 namisto
permutace ze tii riiznych Cislic.
Pocet vSech moznosti je tedy:

. !

P 6 = %

Pti zobecnéni nasi tvahy je:

1.2.2. Pocet permutaci n prvki s opakovanim

n!

Pin = In,1.n!
n!n,L.n!

Jestlize se mezi n prvky vyskytuje: prvni prvek n; krat

druhy prvek n; krat
—>nNi+nNp+ ... +Ng=n

k-ty prvek ny krat

Resené ulohy
Priklad 1.2.5. Zjistéte, kolik rtiznych péticifernych ¢isel Ize vytvofit pouZitim cifer

1, 2, 3, 4, 5 (cifry se v Cisle mohou opakovat).
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ReSeni:  Pfi feseni této Glohy se Gasto miZzeme setkat s nasledujici chybou: fesitel si
v§imne, Ze z pétiprvkové mnoziny mame vytvaiet pétice a automaticky se tlohu snazi
fesit pomoci permutaci. Zde ale dochazi ke kolizi, nebot’ o permutace bez opakovani
se jednat nemize (cifry se v ¢isle mohou opakovat) a permutace s opakovanim to byt
také nemohou (neni uréeno, kolikrat se ktery prvek ma opakovat).

Zadani tlohy totiz piesné koresponduje s pojmem variace s opakovanim, kde k = n,
takze pocet vSech moznosti je:

Vs (5) = 5° = 3125

1.3. Kombinace k-té tfidy z n prvki
- skupiny o k prvcich vybranych z n prvki

Poznamka

Vybirame bez zretele na usporadani: tzn., ze v danych n-ticich nezalezi na poradi prvkit!

Resené ulohy

Piiklad 1.3.1. Najdéte vSechny kombinace druhé ttidy z mnoziny M = {1,2,3,4,5}

Reseni:
C2(5): (1,2) (1,3) (1,4) (1,5)
(2,3) (2,4) (2,5)
(3,4) (3,5
(4,5)

Pocet vSech moznosti je tedy 10.

Piiklad 1.3.2. Odvod’te pocet kombinaci k-té tiidy z n prvka

Refeni:  Umime spoéitat po&et usporadanych k-tic z n prvki - pomoci variaci. Nékteré z
téchto k-tic se vSak 1isi pouze pofadim prvku. Kolik jich je? Vezmeme libovolnou k-
tici a vytvofime vSechny jeji obmény pouze s jejimi prvky (tedy permutaci). VSechny
k-tice, které jsme takto vytvofili, se budou li§it pouze pofadim prvka. Odtud je
ziejmé, Ze pocet kombinaci k-té tiidy z n prvka je:

Ck(n) = Vi(n)/P(K):
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1.3.1. Pocet kombinaci k-té tFidy z n prvki bez opakovani

[ n
n-k k! (k

Poznamka

n
(k] ... kombinacni cislo, cteme n nad k

Pro rucni vypocet kombinacnich cisel je casto vhodné pouZzit nasledujici odvozeni.:

k—clenii

ny_ n! _n n-1..n-k+1.n-k !_n. n-1..n-k+1
k] k!n—k! k! n—k ! k!
Takze napriklad:

7
_ 7.6.5. _35
3) 321

1.3.2. Pocet kombinaci k-té tiidy z n prvki s opakovanim

. (n+k—1j
C, n =
k

Resené ulohy

Priklad 1.3.3. Zjistéte, kolik existuje ruznych kvadra, pro néz plati, ze délka kazd¢ jejich

hrany je p¥irozené ¢&islo z intervalu (2,15)

ReSeni: Prirozenych ¢isel v tomto intervalu je 14. Kvadr je jednozna¢né urcen tfemi

hodnotami (délka, Sitka, vySka) u nichz nezélezi na potadi (je jedno, jak je kvadr

"natoceny"). Hodnoty v trojici se mohou opakovat (i krychle je specialni ptipad

kvadru).

Takze se jedna o kombinace s opakovanim, n = 14, k = 3:

. 14+3-1
Cu=", =

16
3

]:560
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1.3.3. Zakladni pravidla pro kombina¢ni ¢isla

Symetrie

Hat

Okrajova vlastnost

(-

Scitani

(Ej{knthﬂ

Resené ulohy _:QE

Piiklad 1.3.4. Reste rovnici:

(x+2j (x+3}
A =64
X X+1

ReSeni:
X+2 X+3
+ =64
X X+1

(x+2j (x+3j
+ =64
2 2
X+2 . x+1 N X+3 . X+2
2.1 2.1
X2 +3Xx+2+ x> +5x+6=128

2x° +8x+8-128=0

=64

x> +4x—-60=0
Xx+10 . x-6 =0
X=6

(kofen X = -10 nelze pouZzit, X musi byt pfirozené ¢islo)
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1.4. Re$ené priklady, kombinatorika - souhrnné

Priklad 1.4.1. Jsou dany cifry 1, 2, 3, 4, 5. Cifry nelze opakovat. Kolik je mozno vytvorit
z téchto cifer Cisel, kterd jsou:
a) pctimistnd, suda
b) pétimistna, kon¢ici dvojéislim 21
C) petimistna, mensi nez 30000
d) trojmistna licha
e) Ctyfmistnd, vétsi nez 2000

f) dvojmistna nebo trojmistna

Reseni:
ad a)
Suda - to v tomto ptipad¢€ znamend, Ze konci ciframi 2 nebo 4 (XXXX2, XXXX4) -
tzn. dv€ moznosti. Na zbyvajicich Ctyfech pozicich permutuji zbyvajici Ctyfti cifry,
takze vysledek:
a=2.P(4)=48
ad b)
Mame cCislo XXX21. Tedy na tfech pozicich permutuji tfi cifry:
b=P@3)=6
ad c)
Mensi nez 30000, to jsou Cisla za¢inajici ciframi 1 nebo 2, tedy dvé moznosti. Na
zbyvajicich ctyfech pozicich permutuji zbyvajici Ctyfi cifry:
c=2.P(4) =148
ad d)
Licha, tedy konci ciframi 1, 3, 5 - tfi moznosti. Na zbyvajicich dvou pozicich se
mohou vyskytovat nékteré ze zbyvajicich Ctyft cifer, pfiCemz zalezi na potadi - jedna

se o variace druhé tiidy ze Ctyt prvki.

d=3.Vy(4) =36

ad e)

obdobné jako u ptedchozich:
e =4.\V3(4) =96

ad f)

f = V(5) + V5(5) = 80
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Priklad 1.4.2. Kolik riznych statnich poznavacich znacek OSB XX-XX existuje s asponl

dvémi trojkami?

ReSeni:  Aspoii dvé trojky, to jsou 2, 3 nebo 4 trojky. Zaéneme nejjednodussi moznosti:

4 trojky:

Tzn. jedind moznost OSB 33-33, takze x4 = 1

3 trojky:

Existuji 4 moznosti, jak seskladat tii trojky na ¢tyfech pozicich (333X, 33X3, 3X33,
X333). Obecné to Ize vyjadrit jako pocet permutaci 4 prvkid s opakovanim, pricemz
trojka se opakuje ttikrat:

. 41

P 4 =—=4
3!

Dale existuje 9 moznosti (zbyvajicich devét cifer), které mohou byt na ¢tvrté pozici.
Obecné Ize vyjadrit napt. jako pocet variaci prvni tfidy z deviti prvki:
Vi1(9) =9
Takze vysledny pocet pro 3 trojky: x3 = P"(4).V1(9) = 4.9 = 36
2 trojky:
Existuje op&t P"(4) moznosti, jak seskladat dv& trojky na &tyfi pozice, piitemz
tentokrat se trojka opakuje dvakrat a zbyvajici dv€ pozice nerozliSujeme mezi sebou,
takze se také dvakrat opakuji (33XX, 3X3X, 3XX3, X33X, X3X3, XX33):

. !
P 4 = % =6
Na zbyvajicich dvou pozicich se mize stiidat zbyvajicich devét cifer, piicemz v dané
dvojici zalezi na poradi cifer a cifry se mohou i opakovat. To se da vyjadrit jako pocet
variaci druhé tfidy z deviti prvki s opakovanim:
V,'(9) =92 =81
Takze vysledny pocet pro 2 trojky: X, = P (4).V2 (9) = 6.81 = 486
Tzn., Ze pocet statnich poznavacich znacek OSB XX-XX s aspont dvémi trojkami je:

X=X4+Xz3+Xo =1+ 36+ 486 =523
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N
LN

Ulohy k samostatnému feseni

1.1. Zjednoduste a vypoctéte:
4 6 7
—+ — =
2 2 2
6 6 7
+| |+ =
3 4 5

(;+3E+(;+13_2(n+2)!_
¢+10 (n-1!
1 3 n*-4
(D) (n+2)!
(n+2)!_2(n+1)!+ n! _
! (n-1)!  (n-2)!

x+2 x+3
+ =64
X x+1
x+3 x+2 x+4
-2 +3 =75
x+1 X x+2

1.2. Kolik tfitonovych akordl je mozné zahrat z 8 tonti?

1.3. Kolik riznych optickych signali je mozZno dat vytahovanim 5 rtiznych barevnych
vlajek, je-1i vzdy vSech pét vlajek nahote?

1.4. Zjistéte, kolik existuje riznych kvadri, pro néz plati, ze délka kazdé jejich hrany je
ptirozené ¢&islo z intervalu (2,15).

1.5. 'V obchod¢ maji tfi druhy bonbonil v saccich po 100g. Kolika zplisoby muze zakaznik
koupit 1 kg bonbonti?

1.6. Kolik rliznych statnich poznavacich znacek z jedné série existuje s aspot dvéma
trojkami?

1.7. Ze 7 prvki bylo vytvoteno 2401 variaci s opakovanim stejné tfidy. Kolik prvka

obsahuje jedna variace?

1.8. Jsou dany cifry: 1, 2, 3, 4, 5. Cifry nelze opakovat. Kolik je moZno vytvofit z téchto
cifer ¢isel, kterd jsou
a) pétimistna, suda

b) pétimistna, koncici dvojcislim 21
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1.9.

1.10.

1.11.

1.12.

1.13.

1.14.

1.15.

1.16.

1.17.

1.18.

1.19.

1.20.

1.21.

1.22.

C) petimistna, mensi nez 30 000

d) trojmistna, licha

€) Ctyfmistnd, vétsi nez 2000

f) Ctyfmistna, zacinajici cifrou 2

g) ¢tyfmistna, suda nebo konéici cifrou 3

h) dvojmistna nebo trojmistna

Jsou dany cifry: 0, 1, 2, 3, 4. Splnte ukoly minulé ulohy (1.8.) tak, Ze cifry se nesmi

opakovat a ¢islo nemiize zacinat nulou.
Kolik prvkii obsahuje mnozina vSech péticifernych ptirozenych ¢isel?

Kolik riznych znacek teoreticky existuje v Morseove abecedé, sestavuji-li se teCky a

¢arky do skupin po jedné az péti?
Kolik prvki da 120 kombinaci druhé ttidy s opakovanim?

Kolik je dano prvki, jestlize variaci treti tfidy z nich utvotfenych je pétkrat vice nez

variaci druhé ttidy?
Z kolika prvki Ize vytvoftit 90 variaci druhé ttidy?
Z kolika prvki Ize vytvofit 55 kombinaci druhé ttidy?

Zmensi-li se pocCet prvkli o dva, zmensi se pocet permutaci Ctyficetdvakrat. Urcete

pocet prvkii.
Z kolika prvki Ize vytvofit padesatkrat vice variaci tfeti tfidy nez variaci druhé tridy?

Zvetsi-li se pocet prvki o dva, zvEtsi se pocet kombinaci druhé tfidy o 17. Urcete pocet

prvka.

Zvétsi-1i se pocet prvki o 8, zvetsi se pocet kombinaci druhé tiidy jedendctkrat. Urcete

pocet prvkii.

Zmensi-li se pocet prvkii o 1, zmensi se pocCet permutaci z téchto prvki desetkrat.

Urcete pocet prvk.
Kolik permutaci z n prvka ai, ay, ..., a, obsahuje prvek a; na prvé pozici.?

V prodejné si miZete vybrat ze sedmi druhti pohlednic. Kolika zpisoby 1ze koupit

a) 10 pohlednic,
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1.23.

1.24.

1.25.

1.26.

1.27.

1.28.

1.29

1.30.

1.31.

1.32.

1.33.

1.34.

b) 5 pohlednic,
C) 5 riiznych pohlednic?

V knihkupectvi prodéavaji 10 titulti kniznich novinek. Kolika zptsoby lze koupit
a) 4 knizni novinky,

b) 5 riznych kniznich novinek?

Na hokejovém turnaji, kterého se uicastni 8 druzstev, sehraje kazdy tym s ostatnimi

praveé 1 utkani. Kolik zapast bude celkem sehrano?

Z 5 bilych a 4 ¢ervenych kulicek tvotime trojice tak, aby v kazdé trojici byly vzdy 2

bilé a 1 ¢ervend kulicka.. Kolik trojic splitujicich tuto podminku Ize vytvoftit?

Hokejovy tym odjel na OH s 23 hraci, a to s 12 Gto¢niky, 8 obranci a 3 brankaii. Kolik

riznych sestav mize trenér teoreticky vytvorit?

Kolika ptimkami lze spojit 7 bodil v roving, jestlize

a) zadné tfi z nich nelezi v pfimce,

b) tti z nich leZi v jedné pfimce?

Kolik kruznic je urc¢eno 10 body v roving, jestlize zadné tii z nich nelezi na ptimce a
z4dné Ctyti z nich nelezi na kruznici?

Kolik riznych hodli mizeme provést
a) dvéma,

b) tfemi riiznobarevnymi kostkami?

V turistickém oddilu "Hbity svist™ je 10 divek a 8 chlapcii. Urcete, kolika zptisoby
mohou sestavit volejbalovy tym (ma Sest ¢lentt), ve kterém budou hrat
a) praveé dveé divky.

b) maximaln¢ dva chlapci?
Kolik prvkil obsahuje mnozZina vSech péticifernych ptirozenych ¢isel?

Deset pratel si vzdjemné poslalo pohlednice z prazdnin. Kolik pohlednic celkem

rozeslali?
Kolikrat vice je variaci k-té tfidy z n prvkid nez kombinaci k-té t¥idy z téchto prvka?

V pln¢ obsazené lavici sedi 6 zdkti a, b, c, d, e, f.

a) Kolika zpusoby je lze presadit?
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1.35.

1.36.

1.37.

1.38.

1.39.

1.40.

1.41.

1.42.

1.43.

1.44.

b) Kolika zptisoby je 1ze piesadit tak, aby zaci a, b sedéli vedle sebe?

c) Kolika zpisoby je lze piesadit tak, aby zak ¢ sed¢l na kraji?

d) Kolika zpusoby je lze presadit tak, aby zak c sedél na kraji a zaci a, b sedéli vedle
sebe?

Student ma v knihovné€ 4 rizné ucebnice pruznosti, 3 rizné ucebnice matematiky a 2
ruzné ucebnice anglictiny. Kolika zptisoby je lze sefadit, maji-1i ziistat ucebnice

jednotlivych obort vedle sebe?
Kolika zptsoby lze rozdélit 8 ucastnikti findle v béhu na 100 m do 8 drah?

Kolik riznych permutaci Ize vytvofit pouzitim vSech pismen slova
a) statistika,
b) matematika?

Kolik riznych signalt je mozno vytvofit pouzitim péti riiznobarevnych praporkd,
pouzijeme-li

a) pouze 3 praporky,

b) 2 praporky?

Ceta vojakti ma vyslat na straz 4 muZe. Kolik muzii ma &eta, je-li mozno tukol splnit

210 zptsoby?
Kolik thlopti¢ek ma konvexni n-tthelnik?

V zésobniku je 7 ostrych a 3 slepé naboje. Urcete, kolika zptisoby lze naméatkou ze

zéasobniku vyjmout 5 nabojl, z nichz alespon 3 jsou ostré.

Kolika zptisoby je mozno na ¢tvercové Sachovnici s 64 poli vybrat 3 pole tak, aby

vSechna tfi pole neméla stejnou barvu?

Kolika zpiisoby je mozno na Sachovnici s 64 poli vybrat 3 pole tak, aby vSechna

nelezela v jednom sloupci?

V prostoru jsou dany 2 mimobéZzky a, b. Na pfimce a je dano m riznych bodi Ay, ...
An, na pfimce b n riznych bodl By, ..., B,. Urcete pocet vSech ctyi'sténd, jejichz

vSechny vrcholy lezi na pfimkach a, b, a to v bodech A;, B;.
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Vysledky uloh k samostatnému reseni

1.1.

1.2.

1.3.

14.

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

1.11.

1.12.

1.13.

1.14.

1.15.

1.16.

1.17.

1.18.

1.19.

1.20.

1.21.

1.22.

1.23.

0,56,2,0,2,6,4
56

120

560

66

523

4

48, 6, 48, 36, 96, 24, 72, 80
60, 4, 48, 18, 72, 24, 78, 64
90 000

62

15

7

10

11

7

52

8

4

10

(n-1)!

C10(16); Cs(11); 21

C4(13); Cs(10)
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1.24.

1.25.

1.26.

1.27.

1.28.

1.29.

1.30.

1.31.

1.32.

1.33.

1.34.

1.35.

1.36.

1.37.

1.38.

1.39.

1.40.

1.41.

1.42.

1.43.

1.44.

28

40

18 480

21;19

120

36; 216

3150; 8106

90 000

90

k!

720; 240; 240; 96
1728

40 320

75600, 151200
60; 20

10

n/2*(n-3)

231

31744

41 216

Ca(m).Cz(n)
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o=

2. PRAVDEPODOBNOST JEVU

Privodce studiem

V prvni kapitole jste se seznamili s kombinatorikou. Tyto znalosti pouzijeme v této
kapitole, zavedeme pojem pravdépodobnost jevli a ukazeme zakladni metody vypoctu

pravdépodobnosti.

Predpokladané znalosti

o=

Mnoziny, mnoZinové operace, pojmy z kombinatoriky.

Cile @

Cilem této kapitoly je objasnit pojmy ndhodny pokus, ndhodny jev, zavést operace

S jevy a zformulovat zakladni definice pravdépodobnosti.

Vyklad E——”

2.1. Nahodny pokus, nahodny jev

Teorie pravdépodobnosti vychazi ze studia nahodnych pokusi.

Nahodny pokus

- je proces, ktery pii opakovani dava ze stejnych podminek rozdilné vysledky.

Vysledek pokusu neni pfedem znam (vysledek neni jednozna¢né€ urcen jeho podminkami), je
to vsak prave jeden z prvkl zndmé mnoziny vysledka, kterou nazyvame zakladni

prostor

Prvky zakladniho prostoru
(tj. mozné vysledky nahodného pokusu) se nazyvaji elementarni nahodné jevy (Ei, E, ...,
En)
Tedy: kazda podmnozina zékladniho prostoru Q se nazyva nahodny jev (zna¢ime A, B, ...),
pfiCemZ prazdna podmnozina se nazyva jev nemozny, oznacujeme O a cely zakladni prostor

jev jisty, oznacujeme I.
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Resené ulohy

Priklad 2.1.1. Klasickym ptikladem ndhodného pokusu je hod hraci kostkou, tedy:

Reseni:
Nahodny pokus . .. hod hraci kostkou

Elementarni jevy . . . "padne 1" ... E;

"padne 2" ... E»

"padne 6" ... Es

Jevy Ei, Ey, ..., Es vymezuji zakladni prostor Q.

V tomto zakladnim prostoru mohou byt naptiklad nasledujici jevy:
nahodny jev A . .. "padne liché ¢islo" ... A=E; + E3+ Es
nahodny jev B . .. "padne Cislo >4" ... A=E; + Es + Es
jevnemozny. . ... "padne Cislo > 6"

jeviisty......... "padne Cislo < 7"

"nn

neslucitelné jevy. . ."padne sudé¢ ¢islo", "padne lich¢ ¢islo"

2.1.1. Operace s jevy

e Soucet jevi A, B

jev, ktery nastane praveé tehdy, kdyz nastane alespon jeden z jeva A, B. Zavadime oznaceni

A+B nebo mnozinové AUB.
e Soucin jevi A, B

jev, ktery nastane prave tehdy, kdyZ nastanou oba jevy soucasné. Zavadime oznaceni A.B

nebo mnozinové A N B.

e Rozdil jeva A, B
jev, ktery nastane pravé tehdy, kdyz nastane jev A a nenastane jev B. Zavadime oznaceni

A-—B.

« Jev A nazyvame jevem opanym K jevu A, je-li A = Q-A.

o Nahodné jevy se nazyvaji neslucitelné (disjunktni), jestlize plati A.B = Q.

Ef A o
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o Jevy Ay, Ay, ..., Ay tvoii systém neslucitelnych jevi, je-li Aj . Aj =0 pro vSechna i #j.

e Tento systém se nazyva uplny, je-li A + Ao+ ... + A =1 = Q.

2.2. Axiomatické zavedeni pravdépodobnosti

Axiomatickd vystavba teorie pravdépodobnosti, ktera pochazi od vyznamného ruského
matematika A. N. Kolmogorova, vychazi z toho, ze pravdépodobnost je objektivni vlastnost

nahodného jevu, ktera nezavisi na tom, zda ji umime nebo neumime méftit.

Definice 2.2.1.
Jevové pole d je mnozina viech riiznych podmnozin zékladniho prostoru Q, ktera vyhovuje

témto podminkam:

-llezivad

- Lezi-lijevy A, Bv @, pak A+B, ABi A, B leziva

Poznamka
Na jevové pole Q se miizeme divat jako na mnoZinu jevii, ve které kazdy vysledek

definovanych operaci nalezi opét do této mnoZiny.

Definice 2.2.2.

Necht’ d je jevové pole. Pravdépodobnost jevu A je realné ¢islo P(A), pro néz plati:

1. P(A)>0... axiom nezapornosti

2. P(I)=1...axiom jednotky

3. P(Ar+ Ay + ..+ A+ ..)=P(A) + P(Ay) + ..P(Ay) + ..., piicemz Ay, Ay, ..., Ay, ...e A

tvoti skupinu navzajem neslucitelnych jevl . . . axiom aditivity

Ef o
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Véta 2.2.1. o vlastnostech pravdépodobnosti

1. P@)=0

2. P(A)=1-P(A)

3. Jestlize Ac B, pak:

a) 0<P(A) <P(B)

b) P(B - A) =P(B) - P(A)

4. P(A + B) = P(A) + P(B) - P(A.B)

Dukaz:

ad 1. Jevnemozny @ a jev jisty | jsou nesluéitelné jevy. Plati: @ + 1 =1 a z axiomu

ad 2.

ad 3.

ad 4.

aditivity plyne, ze

P(I) = P(@ + 1) = P(@) + P(1) a odtud P(@) = P(I) ~ P(1) = 0

A, A jsou neslucitelné jevy. Zaroven plati A + A = 1. Z axiomii jednotky a
aditivity plyne:

P() = P(A + A) = 1, takze P(A) = 1 - P(A)

Necht AC B. Jelikoz A, A jsou neslucitelné jevy, jsou neslucitelné také jevy A.B,
A .B, nebot’ plati

(A.B).( A.B)=(B.A).( A.B)=B(A. A).B=B.0.B=0.

Jev B miizeme zapsat ve tvaruB=1B=(A+ A)B=AB+ AB=A+ A.B,
nebot’ podle piedpokladu A —B. Tedy:

P(B) = P(A + A.B) = P(A) + P(A.B) > P(A) > 0.

Protoze A.B =B - A, plati P(B - A) = P(B) - P(A).

Plati, Ze:

A=Al=A(B+B)=AB+A.B

B=B.I=B.(A+A) =B.A+B. A, tudiz

A+B=AB+A. B+A.B

Jelikoz jsou jevy A.B, A. B, AB vzajemné neslucitelné, z axiomu aditivity
vyplyva:

P(A) = P(A.B+A. B) =P(A.B) + P(A. B).

a*** -29-
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Vyjadiime-li nyni z ptedchozi rovnice P(A. B ), obdrzime:
P(A. B) = P(A)-P(A.B), obdobns:
P(B) = P(A.B+ A.B) = P(A.B) + P(A.B), tedy
P(A.B) = P(B)-P(A.B), tzn.
P(A+B) = P(A.B+A. B+ A.B) =P(A.B) + P(A. B) + P(A.B) =
= P(A.B) + P(A) - P(A.B) + P(B) - P(A.B) = P(A) + P(B) - P(A.B).
Jsou-li jevy A, B neslucitelné, pak A.B = @ a uvedeny vztah odpovida axiomu
aditivity.

2.3. Klasicka definice pravdépodobnosti

Definice 2.3.1.
Necht’ je dano n elementarnich jevl Ei, Eo, ..., Ej, které tvofi Uplny systém neslucitelnych
jevu a jsou stejné mozné. Rozklada-li se jev A na m (m < n) elementarnich jeva z tohoto

g . m
systému, pak pravdépodobnost jevu A je redlné ¢islo P A =—
n

Poznamka

Klasicka definice pravdépodobnosti se uzivd, je-li:
konecny pocet elementarnich jevii

stejna mira vyskytu elementarnich jevii

Vsechny elementarni jevy se obvykle oznacuji jako vSechny mozné pripady. VSechny
elementdrni jevy, na které se rozkldda jev A, se nazyvaji vsechny priznivé pripady. Pak dany
vztah prejde na znamy tvar:

P A pocet vsech priznivych pripadii

pocet vSech moznych pripadu

Resené ulohy
Priklad 2.3.1. Rozhodnéte, zda v nésledujicich ptipadech je stejnd mira vyskytu

elementarnich jevi:

Ef A >
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a) hod navrtanou kostkou
b) hod minci

c) vystiel do terce

Reseni:
ad a) E; - padne 1, E; - padne 2, ..., Es - padne 6, neni stejna mira vyskytu
ad b) E; - padne rub, E; - padne lic, je stejna mira vyskytu

ad c) E; - zasah, E; - mimo, u vétSiny stielcll neni stejna mira vyskytu

Priklad 2.3.2. Pii hodu kostkou urcete pravdépodobnost jevii:
a) jev A: "padne ¢islo 5"
b) jev B: "padne c¢islo < 2"

ReSeni:
ada) P A :1
6
adb)P B :g:1
6 3

Priklad 2.3.3. S jakou pravdépodobnosti padne na dvou kostkéach soucet
a) Sest

b) mensi nez 7
Reseni:
ad a) Sestka padne v nasledujicich p¥ipadech:

1. kostka |1 |52 4|3
2.kostka (511 /41|23

Tzn. 5 moznosti, m=5

6)(6
Pocet vSech moznosti: n= (J(lj =36

PA="_2_013
n 36
ad b)

Z ptedchoziho vyplyva, Ze je 5 moZnosti pro soucet Sest. Ostatni moznosti:

Ef A o
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soucet 5 soucet 4 soucet 3 soucet 2

1. kostka |1 |4 2 3 1. kostka |1 |3 |2 1. kostka |1 |2 1. kostka | 1
2. kostka |4 |11 3|2 2. kostka |3 |1 |2 2. kostka (2 |1 2. kostka |1

Takzem=5+4+3+2+1=15

_m_15

P B —=--0,416
n 36

Priklad 2.3.4. 'V cele pfedbézného zadrzeni sedi vedle sebe 10 podezielych, z toho 3 Zeny.

Jaka je pravdépodobnost, Ze vSechny tti Zeny sedi vedle sebe?

Reeni: Pocet moznosti, jak uspoiadat 10 podezielych, odpovida po&tu permutaci z 10
prvkt: n = 10!
m = 8.31.7! - existuje 8 zplsobil umisténi dané trojice Zen (na pozicich 123, 234, 345,
..., 8910), 3! zplisobt jak danou trojici uspotadat a 7! zptlisobii, jak uspoiadat

zbyvajici delikventy.

Priklad 2.3.5. Stanovte pravdépodobnost jevu, ze z 10 nahodné vytazenych bridzovych

karet budou alesponi 3 esa. (bridzové karty: 52 karet celkem, z toho 4 esa)

Reseni: Jev A - vybereme alespoii 3 esa, znamend, e vybereme 3 nebo 4 esa. To
znamena, ze jev A se rozkladé na soucet dvou navzajem disjunktnich jevii:
A: ... vybereme 3 esa
A, ... vybereme 4 esa
P(A) = P(A1 + Az) = P(A1) + P(A2), kde:

(4M48j
F)Ai:ﬂ:c34.c748: 3)17
n C, 52 52

10

Hodnotu n (pocet vSech moznych ptipadil) jsme vypocetli pomoci kombinaci bez
opakovani - z 52 karet vybirame Ctyii1 bez ohledu na potadi, pficemz karty nevracime

zpét.

Ef A >
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Hodnotu m; (pocet vSech ptiznivych piipadt) jsme vypocetli podobnou uvahou: ze
Ctyt' es vybirame tfi bez ohledu na potadi a ze zbyvajicich 48 karet vybirdme sedm,
op¢t bez zietele na uspotfadani.

Zcela analogicky vypocteme

4) (48
m C,4C,48 |4)6

=) T -
A= C, 52 52
10

Priklad 2.3.6. Pfislosovani sportky je z osudi postupné vylosovano 6 ¢isel ze 49. Po
vylosovani téchto Cisel je ze zbyvajicich Ctyficeti téi ¢isel vylosovano dodatkové ¢islo. Pri
spravném tipovani:

a) Sesti Cisel, ziskava sazejici vyhru 1. potadi,

b) péti ¢isel a dodatkového cisla (5 + 1), ziskava sazejici vyhru 2. potadi,

C) péti Cisel, ziskava sazejici vyhru 3. potadi,

d) ¢tyr Cisel, ziskava sazejici vyhru 4. potadi,

e) tii Cisel, ziskava sazejici vyhru 5. poradi.

Vypoctéte pravdépodobnost, se kterou pii vsazeném jednom sloupci vyhrajete v 1.tahu

vyhry a - e.

ReSeni: Resit budeme obdobng, jako piedchozi piiklad 2.3.5.

ad a)
(6j (43}
6)\0 1 =7,15.1078

(49] ~ 13983816

PA =
6

(tadove se jedna o stejnou pravdépodobnost, s jakou v ruleté padne pétkrat po sobé stejné

gislo: (1/37)° = 1,44.10°%)
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ad b)
HinY
5/(1)(0 6
P - = =4,2.10"
A 49 13983816
6
ad c)
Hitvin
S CIAE DAY T
49 13983816
6
ad d)

6) (43
P A = 4)\ 2 _ 13545 =0,000969
* (49j 13983816

6
ad e)

5y
3)3 246820 00177

P — =
A (49j 13983816
6

2.4. Geometricka pravdépodobnost

Geometricka pravdépodobnost

- pouzivame ji v ptipadech, které Ize prevést na toto schéma:

V roviné (pfipadné na piimce nebo v prostoru) je dana urcitad oblast QQ a v ni dal§i uzaviena

oblast A.

Pravdépodobnost jevu A, ktery spociva v tom, Ze nahodné zvoleny bod v oblasti Q leziiv

oblasti A je:

A o ,
P A =-—, kde |A|, |Q| jsou miry oblasti A a Q

<
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Resené ulohy

Priklad 2.4.1. Jak je pravdépodobné, Ze meteorit padne na pevninu, vime-li, Ze pevnina ma

rozlohu 149 milionti km? a mote 361 milionti km?.

ReSeni:
149

=——=0,292
149 +361

Priklad 2.4.2. Dva znami se domluvi, ze se sejdou na urcitém misté mezi 15. a 16. hodinou,

piicemz doba ¢ekani je 20 minut. Jaka je pravdépodobnost, Ze se pfi této dohodé¢ setkaji?

Reseni:
yA
60 X ... doba po 15.hodiné v niZ piijde prvni,
x €(0,60)
04 A y ... doba po 15.hodiné v niz ptijde druhy,
x €(0,60)
20- jev A ... oblast vymezena ¢tvercem a
nerovnici
X -y[<20
0 20 4:0 60 ):(

Q| = 60.60 = 3600

Kdyz spojime dva nevySrafované trojuhelniky, tak dostaneme ¢tverec o strané délky

40, tedy:
|A| = 3600 - 40.40 = 2000
Takze:
A :—2000 :§:O,56
3600 9
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Priklad 2.4.3. 'V rovin¢ jsou narysovany rovnobézky, jejichz vzdalenost je d. Urcete

pravdépodobnost toho, ze nahodné vrzena jehla délky | (I < d) protne libovolnou ptimku.

ReSeni: Situace je vystizena na obrazku:

jehla

jedna z rovnobézek

S ... stied jehly

Kazdou polohu jehly mizeme tedy popsat dvémi souradnicemi: vzdalenosti y jejiho

sttedu S od nejbliZsi z pfimek a thlem ¢ jehly s danym systémem piimek.
Plati: 0< ys%; O0<p<rm

Jehla protne nejblize poloZenou piimku, jestlize:

IE.sin @ >Y (vymezeni oblasti A)

Moznym soutadnicim stfedu jehly odpovida pravouhelnik

Q=(0,7)x <O, %> viz. obr.

}? FY

[

)

I

Q

A

|:| »

0 3
:%.sinc}"

Z ptedchoziho vyplyva, Ze:
0]-3
2

|A| = jlz.sin(pd(p={—|§.COS¢)} =IE+IE=I

0 0
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Tedy:

pald_2
|Q| d

Tzn. jestlize napt. d = 2, | = 1, pak

P A :i:i
2r

=0,318

2.5. Statisticka definice pravdépodobnosti

Necht’ A je hromadny jev. Nastane-li v n pokusech jev A pravé f, krat, definujeme:

Definice 2.5.1.
P A =Iimi
n—o n

Cislo f, se nazyva absolutni Cetnost jevu A, — - relativni ¢etnost jevu A pfi n pokusech
n

Hromadny jev

jev, ktery lze za daného systéemu podminek libovolné krat opakovat nebo ktery Ize pozorovat

na hromadné se vyskytujicich predmétech téehoz druhu

Resené ulohy

Priklad 2.5.1. Pfi hdzeni minci byly zjiStény tyto vysledky:

ReSeni:

pocet hodu pocet padnuti lice

fn

2032
6019
12012
15010

relativni ¢etnost

-37 -
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Z tabulky je ziejmé, ze plati:

P A :IimL= 0,5

nN— n

2.6. Podminéna pravdépodobnost a nezavislé jevy

Definice 2.6.1.
Pravdépodobnost uskute¢néni jevu A za predpokladu, Ze nastal jev B, se zapisuje P(A/B) a

nazyva se podminéna pravdépodobnost. Je rovna:

P AB
P B

P A/B =

Resené ulohy
Priklad 2.6.1. Hazime dvéma mincemi.
Jev A: padne lic a rub

Jev B: na prvni minci padne lic

Urcete pravdépodobnost jevu A za piedpokladu, ze nastal jev B.

ReSeni: Moznosti, které mohou nastat:
RUB RUB
RUB LiC
LiC RUB
LiC Lic

a) pomoci klasické definice: P(A/B) = 0,5

1
b) pomoci vzorce na podminénou pravdépodobnost: P A/B = = % = %
4

Priklad 2.6.2. Mame krabici se tfemi bilymi a dvéma ¢ernymi koulemi. Vytahneme
postupné dvé koule (prvni nevracime zpét). Urcete pravdépodobnost toho, ze v druhém

tahu vytadhneme bilou kouli za pfedpokladu, Ze v prvnim tahu byla vytaZena cerna koule.

ReSeni:

jev A: ve druhém tahu vytazena bila

Ef A >
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jev B: v prvnim tahu vytazena ¢erna

MozZnosti:
1. tah|2. tah{celkem
¢erna | ¢erna
2 1 2
1 1
Cerna | bila
pocet 1 1
moZznosti| bila |Zerna
3 2 6
1 1
bila | bila
6

o

o

Z tabulky vidime, Zze:

6
P(AB) =

P(B) :%

P AB

To znamena: P A/B = =0,75

Véta 2.6.1.

Pro pravdépodobnost sou¢inu dvou jevi A, B plati:

P(A.B) = P(A).P(B / A) = P(B).P(A/ B)

Diikaz: Tvrzeni plyne pfimo z definice 2.6.1.

Definice 2.6.2.

Dva jevy A, B nazyvame nezavislé, jestlize plati: P(A / B)=P(A)

Poznamky:

Jsou-li jevy A, B nezavislé, pak P(A.B) = P(A).P(B).

Pojem nezavislosti neni totozny s pojmem neslucitelnosti.

Jsou-li A, B neslucitelné jevy, pak P(A+B) = P(A)+P(B).

U skupiny vice nez dvou jevii rozliSujeme nezavislost podvojnou a vzajemnou

* X
* *
* *
t* **
*
4
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Jevy Ay, ..., Ay jsou vzdjemné nezavisle, jestlize pro kazdou jejich podmnozinu plati, Ze

pravdépodobnost pruniku jevii je rovna soucinu pravdépodobnosti techto jevii.

JSOu-1i jevy vzdjemné nezavisle, jsou také po dvou nezavisle. Opacné tvrzeni neplati!
Resené ulohy

Priklad 2.6.3. Studenti pti zkouseni mohou dostat tfi otdzky. Prvni student je pfipraven
pouze na prvni otazku, druhy umi pouze druhou otazku, tfeti ovlada jen tieti otazku a
ctvrty je ptipraven na vSechny tfi otazky. Uvazujme nyni tyto jevy:
A; ... vyvolany student dokéze zodpovédéet prvni otazku
A, . .. vyvolany student dokdze zodpovédet druhou otazku

Az ... vyvolany student dokaze zodpovédét tieti otazku

Ukazte, Ze jevy A1, Az, Az jsou po dvou nezavisle, ale nejsou vzajemné nezavislé.

Reseni: Z klasické definice pravdépodobnosti plyne, Ze:
P(A1) = P(A2) =P(A3) = 2/4=0,5.
Uvazujme nyni jevy: A1.Az, A1.Az, Az.Asz, A1.A2As.
Pro pravdépodobnosti téchto jevii opét z klasické definice pravdépodobnosti vyplyva:
P(A1.A2) = P(A1.A3) = P(A2.A3) = P(A1.A2.A3) = 0,25.
Pro jednotlivé dvojice jevil tedy plati:
P(Ai.A)) = P(A).P(A;) =0,5.0,5=0,25 (i #J)
Takze jevy A1, Az, Az jsou po dvou nezavislé.
Vzhledem k tomu, ze P(A1.A2.A3) # P(A1).P(A2).P(A3), nebot’ 0,25 # 0,5.0,5.0,5,

nejsou tyto tii jevy vzajemné nezavislé.

2.7. Uplna pravdépodobnost a Bayesova véta

Resené ulohy

Priklad 2.7.1. 'V obchodé¢ jsou tfi pokladny na nichZ dojde k chybé v uctovani
s pravdépodobnosti: 0,1; 0,05 a 0,2, pficemz z hlediska umisténi pokladen v obchodé jsou
pravdépodobnosti odbaveni pokladnami 0,3; 0,25 a 0,45. Jaka je pravdépodobnost, Ze

osoba opoustéjici obchod ma chybny tcet?

Ef o e
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Reseni:

jev A: doslo k chybé v uctovani

jev Hi: odbaveni i-tou pokladnou

jev A je mozno vyjadfit:

A=AH; +AH;+AH;

(zdkaznik ma chybny ucet, pticemz projde prvni pokladnou nebo ma chybny ucet po

odbaveni druhou pokladnou nebo ma chybny ucet a prosel tfeti pokladnou)

Jevy A.H1, A.Hy, A.Hs jsou vzdjemné neslucitelné, proto:

P(A) = P(A.H; + A.H, + A.H3) = P(A.H;) + P(A.H2) + P(A.H3) = (z véty 2.6.1.)
= P(H1).P(A/H;) + P(H,).P(A/H) + P(Hs3).P(A/H3) =
=0,3.0,1 + 0,25.0,05 + 0,45.0,2 = 0,1325

Zobecnénim postupu z predchozi ulohy fesime tlohy formulované na zéklad¢ vychozi

situace:

e Mame ur¢it pravdépodobnost jevu A, o kterém je zndmo, ze miiZe nastat pouze soucasn¢ s

nékterym z jevl Hi, Hy, ..., Hy, které tvoii uplny systém neslucitelnych jevi:

Véta 2.7.1. (o tplné pravdépodobnosti)
Necht je dan Gplny systém vzajemné neslucitelnych jevl Hi, Hy, ..., H, a libovolny jev A,
ktery mize nastat pouze soucasné s nékterym z jevi Hi. Pro pravdépodobnost jevu A

plati:

P(A) = P(H1).P(A/H1)+P(H).P(A/H2)+...+P(Hn).P(A/H;) :Zn:P H, .P A/H,

Diikkaz: Zjevny, zobecnénim postupu v ptikladu 2.7.1. na n jevi Hy, Ho, ..., Hy

Resené ulohy
Priklad 2.7.2. Zadani je stejné jako v predchozim piikladé. Otazka: Jaka je

pravdépodobnost, Ze jsme byli u druhé pokladny, médme-li chybny ucet?

Reseni: Hledame tedy, ¢emu je rovno P(H; / A). Lehce odvodime:

PH,, A PH, P A/H, 025005
P A P A ~0,1325

Ef o e
x *
** **

- *

=0,094




Pravdépodobnost a statistika Nahodna veli€ina

Tato situace se d4 opét shrnout:

Véta 2.7.2. - Bayesova véta
Necht’ je dan Gplny systém vzajemné neslucitelnych jevi Hy, Ho, ..., H, a libovolny jev A,
ktery mize nastat jen soucasné s nékterym z jevi H;. Pak pravdépodobnost, ze nastane jev
Hi, za pfedpokladu, ze nastal jev A je:

P H .P A/H,

kde P A =>P H, P A/H,

k=1

P H/A =

Diikaz: Opét zjevné, viz. predchozi priklad 2.7.2.

2.8. Opakované pokusy

Stava se, Zze nahodny pokus, jehoz vysledkem je jev A, opakujeme n-krat po sobé pii
zachovani stejného systému podminek. Pokud pravdépodobnost jevu A pti kazdém opakovani
nezavisi na vysledcich ptredchazejicich pokust, hovoiime o Bernoulliho posloupnosti
nezavislych pokusi (napf. hod kostkou). Zavislymi pak nazveme takové opakované pokusy,
pii nichz je pravdépodobnost "nastoupeni" jevu A v urcitém pokusu zavisla na vysledcich

piedchozich pokusii (napt. vybéry z osudi bez vraceni).

2.8.1. Nezavislé pokusy

Resené ulohy
Priklad 2.8.1. Hazime Sestkrat kostkou. Vypoctéte pravdépodobnost, Ze z téchto Sesti hodli

padne Sestka prave dvakrat.

ReSeni: Jedna z moznosti, které mohou nastat je, Ze Sestka padne na prvni a druhé
kostce, pficemz na zbyvajicich kostkdch padne jakékoliv cCislo vyjma Sestky:
66XXXX. Pravdépodobnost, Ze tato situace nastane, se vypocte jakou soucin

pravdépodobnosti, s jakou padnou ¢isla na  jednotlivych  kostkéch:

Ef o s
x *
** **
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11§§§§_(1j @
666666 \6) 6

Dalsi moznosti, kdy padnou dvé Sestky jsou stejné¢ pravdépodobné jako prvni

moznost. Jedna se o pfipady:

66X XXX
6X6XXX
... pocet vSech téchto moznosti 1ze vypocist napi. pomoci permutaci s
opakovanim:
* ! ! 6
2141 21, 6-21 |2
XXX6X6
XXXX66

Hledana pravdépodobnost je tedy dana vztahem:
6 2 4

()
2)\ 6 6

Pokud nase uvahy z ptedchoziho piikladu shrneme, obdrzime:

Véta 2.8.1.
Je-1i pravdépodobnost jevu A v kazdém pokusu P(A) = p, pak pravdépodobnost jevu Ay,
ze se jev A v Bernoulliho posloupnosti n nezavislych pokust uskute¢ni prave k-krat, je

uréena vztahem:

P A :[E].pk. 1-p™*

Diikaz: Vyjdeme z feSeni pikladu 2.8.1.. Vyraz pk vyjadiuje pravdépodobnost, ze jev A
nastal pravé v k pokusech. Vyraz (1 - p)" * vyjadiuje pravdépodobnost, Ze jev A nenastal

pravé v n - k pokusech. V celé posloupnosti n pokustt miize jev A nastat celkem

n
[k] zpusoby. Proto je hledana pravdépodobnost:

P A :[E].pk. 1-p"*

Poznamka:

Ve vzorci z predchozi véty bychom pro riizné hodnoty parametru k dostavali riizné vysledky.

Ef -
x *
i* **
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Nekdy je ucelné najit zpusob, kterym zjistime, které k ma nejvetsi pravdépodobnost. K tomu
uzivame vztahu:

p.n+1)-1<k<p.(n+1)

Resené ulohy
Priklad 2.8.2. Pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany student bude znat ucivo, je 0,005.
Jaka je pravdépodobnost, Ze mezi dvaceti vybranymi studenty bude:
a) prave 5 znalych studentt
b) nejvyse 2 znali studenti
C) alesponi jeden znaly student

d) jaky je nejpravdépodobnéjsi pocet znalych studentt

ad a)
20 5 15
PA = c .0,005".0,995

ad b)
P=P A +P A +P A, =

20 20 20
=( 0 j.0,005°.0,99520 +( 1 j.0,0051.0,99519 +( 5 j.o, 005%0,995"
ad c)
20 0 20
P=P A +P A +.+P Ay =1-P A =1-| 7|0,005°0,995

ad d)

p. n+1 -1<k<p. n+1
0,005.21-1<k <0,005.21
-0,895<k <0,105

Takze nejpravdépodobnéjsi pocet znalych studentt je k =0

Ef A e
x *
i* **
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2.8.2. Zavislé pokusy

Resené ulohy
Priklad 2.8.3. 'V osudi jsou 2 bilé a 3 ¢erné koule. Vypoctéte pravdépodobnost toho, ze:

a) vytahneme 3 koule a budou 2 cerné a 1 bila

b) vytahneme bez vraceni jako prvni ¢ernou kouli, pak bilou a nakonec ¢ernou.

ReSeni:

wncse o )] 222 s

5\ (4)(3) 543 5

1)11) (1
(dal$i mozna potadi: CCB, BCC - obé se stejnou pravdépodobnosti jako CBC,
v§echny dohromady tedy davaji piipad ad a)

Situaci z pfedchoziho piikladu 2.8.3a. opét shrneme ve véte:

Véta 2.8.2.
Necht’ je dan soubor N prvki, z nichz M ma ur¢itou vlastnost a (N - M) nikoliv.
Vybereme postupné n prvkil, z nichz Zadny nevracime. Pravdépodobnost, Ze mezi n

vybranymi bude K takovych, Ze maji sledovanou vlastnost, vypocteme podle vzorce:
k )\ n-k
P=
N

Diikaz: Ziejmé - odvozeno z klasické definice pravdépodobnosti

Resené ulohy
Priklad 2.8.4. Mezi 15 vyrobky je 5 zmetkli. Vybereme 3 vyrobky. Jaka je

pravdépodobnost, zZe jeden z nich je vadny, jestlize:

Ef o o
x *
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a) vybereme vSechny 3 najednou

b) vybirame po jednom bez vraceni

ReSeni:

5

ad b) Moznosti: (V-vadny, D-dobry)

voD...p->109_1
15’14’13 91
pvp...p=039_D
15’14’13 91
ppov...p-23% 5 1

*715'14°13 91
To jsou vSechny mozné zpiisoby vybéru:
45

P=P, +Py+Ps=
1 2 3 91

Poznamka

Nezalezi tedy na tom, vybereme-li vyrobky najednou nebo postupné bez vraceni.

2.9. Resené ulohy - pravdépodobnost (souhrnné)

Priklad 2.9.1. M¢jme pét vstupenek po 100 K¢, tii vstupenky po 300 K¢ a dvé vstupenky
po 500 K¢. Vyberme nahodné tii vstupenky. Urcete pravdépodobnost toho, Ze:
a) alespoii dvé z téchto vstupenek maji stejnou hodnotu

b) vSechny tii vstupenky stoji dohromady 700 K¢

Reseni:
ad a)
Budeme fesit pomoci opacného jevu. Opacny jev k "alesponi dvé maji stejnou

hodnotu" je "kazd4 m4 jinou hodnotu":

Ef o "
x *
** **
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ad b)
Dohromady za 700 K¢, tzn. jedna za 100 K¢ a dvé za 300 K¢ nebo dvé za 100 K¢ a
jedna za 500 K¢:

Priklad 2.9.2. Z celkové produkce zavodu jsou 4% zmetki a z dobrych je 75%

standardnich. Uréete pravdépodobnost, ze nahodné vybrany vyrobek je standardni.

Reseni:
jev A...vybrany vyrobek neni zmetek
jev B ...vybrany vyrobek je standardni
Vime, ze: P(A) =1 - 0,04 = 0,96; P(B/A) = 0,75
Hledana pravdépodobnost:
P(A.B) = P(A).P(B/A) = 0,96.0,75 = 0,72

Priklad 2.9.3. Z vyrobkl ur¢itého druhu dosahuje 95% predepsanou kvalitu. V urcitém
zavodé, ktery vyrabi 80% celkové produkce, vsak ptedepsanou kvalitu ma 98% vyrobki.
M¢éjme ndhodné vybrany vyrobek predepsané kvality. Jaka je pravdépodobnost, Ze byl

vyroben ve vyse uvedeném zavode?

ReSeni:
jev A...vyrobek je vyroben ve zmifiovaném zavodé
jev B...vyrobek je piedepsané kvality

P AB 08098

P A/B = =
PB 0,95

=0,825

Piiklad 2.9.4. Menza VSB zakoupila 12 chladni¢ek z 1. zdvodu, 20 z 2. zdvodu a 18 z

3. z&vodu. Pravdépodobnost, Ze chladnicka je vyborné jakosti, pochazi-li z 1.zdvodu je

Ef A e
x *
i* **

- *



Pravdépodobnost a statistika Nahodna veli€ina

0,9, z 2.zavodu 0,6 a z 3.zavodu 0,9. Jaka je pravdépodobnost, ze ndhodné vybrana

chladnic¢ka bude vyborné jakosti?

Reseni:
jev A...néhodn¢ vybrana chladnicka bude vyborné jakosti
jev Bi... nahodné vybrana chladnic¢ka pochazi z i-tého zavodu

Chladnicek je dohromady 50.
A= AB + AB, + AB,

PA=P AB +P AB, +P AB,

P(A) = P(B1).P(A/B1) + P(B2).P(A/By) + P(B3).P(A/B3)

P A :E.O,9+§.0,6+E.0,9:0,78
50 50 50

Priklad 2.9.5. Ve spole¢nosti je 45% muzt a 55% Zen. Vysokych nad 190 cm je 5 % muzu

a 1 % Zen. Nahodn¢ vybrana osoba je vyssi nez 190 cm. Jaké je pravdépodobnost, Ze je to

zena?

Reseni:
jev A...vybrany ¢loveék je vyssi nez 190 cm
jev Bi...vybrany ¢lovek je muz
jev B,...vybrany ¢lovek je Zena
P A=P AB +P AB, =0,45.0,05+0,55.0,01=0,028

P AB, 0,550,01
P A 0028

=0,196

Priklad 2.9.6. Sada, kterou tvoti 100 soucastek, je podrobena vybérové kontrole. Sada se
nepfijme, jestlize mezi péti kontrolovanymi soucastkami je alesponl jedna vadna. Jaka je

pravdépodobnost toho, Ze se sada nepiijme, jestlize obsahuje 5% vadnych soucastek?
Reseni: Budeme fesit pomoci opaéného jevu. Ten spo&iva v tom, Ze sada bude pfijata.
Tento jev je pranikem péti jevil:
A= A1.A2.A3.A4.As, kde A znamena, Ze k-ta kontrolovana soucastka je kvalitni.

Pravdépodobnost jevu A;: P A = 19())—50 (100 soucastek z nichz je 95 kvalitnich)

Kdyz nastane jev Ay, zlstane 99 soucastek, mezi nimiz je 94 kvalitnich, takZze:

Ef o e
x *
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_%
99

Pravdépodobnost zbyvajicich jevii odvodime obdobnym zptsobem, tzn.

P A :E%% 92 91 0,77

P A

PA)=1-P A =1-0,77=0,23

Priklad 2.9.7. Duva stielci vystieli po jedné rané. Pravdépodobnosti zasahu cile jsou po fadé

0,5 a 0,9. Urcete pravdépodobnost toho, Ze alesponi jeden stielec zasahne cil.

Reseni:
jev A: alespon jeden zasahne cil
jev B: cil zasahne prvni stielec

jev C: cil zasahne druhy stielec

P(A)=P(B.C + B.C+B.C)=P(B.C) +P(B.C) + P(B.C) =
= P(B).P(C) + P(B).P(C) + P(B).P(C)
=0,5.0,1 +0,5.0,9 +0,5.0,9 = 0,95

nebo:

P(A)=1-P(B.C)=1-P(B).P(C)=1-0,5.0,1=0,95

Priklad 2.9.8. Vypoctéte, co je pravdépodobnéjsi? Vyhrat v tenise se stejné silnym

soupeiem 3 zapasy ze 4 nebo 6 zapasii z osmi?

Reseni: Tenisové zapasy jsou vlastné opakované nezavislé pokusy. Hrajeme-1i se stejnd
silnym soupetem je pravdépodobnost vyhry v kazdém zapase p = 0,5, takze:

Pravdépodobnost, zZe vyhrajeme 3 zépasy ze 4:
4 3 1 4

PA = 3 .0,5°.0,5 =4.0,5"=0,25

Pravdépodobnost, Ze vyhrajeme 6 zdpast z 8:

_ 8 6 2 _ 8
P A = 5 .0,5°.0,5° =28.0,5° 110,109

Pravdépodobnéjsi je tedy zvitézit ve tiech zapasech ze Ctyf.

Ef A e
x *
i* **

- *



Pravdépodobnost a statistika Nahodna veli€ina

Priklad 2.9.9. Narozeninovy problém I. Spocitejte pravdépodobnost, Ze zadni dva lidé z

patnacti¢lenné skupiny nemaji narozeniny ve stejny den roku. Ignorujte 29.unor.

Reseni: Oznaéme P(n)...pravdépodobnost, Ze dva lidé z n-¢lenné skupiny nemaji
narozeniny ve stejny den.
n=2

Prvni ¢lovék ma narozeniny libovolny den v roce. Pravdépodobnost, ze druhy ¢lovek

nema narozeniny tentyz den je:

p 364
365
n=3
Navazeme-li na predchozi tivahu, pak:
p 3 364 363
365 365
Obdobné tedy:
P4=P3 ﬁ
365
P n-1.365-n-1
Pn= [ ]
365
364.363.....[365— n-1 |
Pn= —
365
P 365.364.363.....[365— n-1 ] 365—n ! 365!
n = =
365.365" . 365-n ! 365". 365—n !

Takze jsme odvodili obecny vzorec, nyni pro n = 15:

365!  365.364.....351

P15 = =
365".350! 365"

110,747

Piiklad 2.9.10. Narozeninovy problém II. (Richard von Mises, 1939)
Kolik lidi se musi nachazet v mistnosti, aby, ignorujice 29.unor, dva z nich méli

narozeniny ve stejny den roku s pravdépodobnosti alespoii 50%.

ReSeni: OznaémeP n ...pravdépodobnost, Ze dva lidé z n-Glenné skupiny maji
narozeniny ve stejny den. Vyuzijeme feSeni predchoziho ptikladu. Stac¢i si uvédomit,

7e:Pn=1- P(n), tedy:

Ef A >
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365!

Pn=1-
365". 365—n !

Lehce zjistime, Ze Pn >05 poprvé pro n = 23 (P 23 =0,507)

V mistnosti se tedy musi nachazet alesponl 23 lidi.

Ef " o
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t* **

- *



Pravdépodobnost a statistika Nahodna veli€ina

N
LN

Ulohy k samostatnému feseni - tématicky tfidéno

Jevova algebra
2.1. Znazornénim ptislusnych jevii ovéite platnost nasledujicich vztahli mezi jevy:
a) idempotence A+ A=A AA=A
b) komutace A+B=B+A AB=B.A
C) asociace A+B+C)=(A+ B)+CA.(B.C)=(AB).C
d) distribuce A.B+C)=A.B+A.C
e) absorbce A+AB=A A.(A+B)=A
f) A+A=1 AA=Q A+I=I
A+d=A AD=0 A l=A
g) reflexe AcA
h) tranzitivnost Ac B,BcC = AcC
i) antisymetrie AcB,Bc A= A=8B

ja)A+CcB+D

i) AcB,CcD=
jb) ACc=B.D

2.2. Dokazte, 7e jevy A AB, AB tvori uplnou skupinu disjunktnich jevi.

2.3. Dokazte, 7¢ AB+AB+AB= AB .

2.4. Dokazte, ze ﬁ =A+B, C+D=CD.

2.5. Dokazte ekvivalentnost a pravdivost tvrzeni:

T

1A<.

=~

2.6. Zjednoduste A= B+C . B+C . B+C .

2.7. Necht Ac B. Zjednoduste vyrazy: a) A.B, b) A+ B, c)A.B.C

2.8. Dokazte, ze jev. A+B . A+B . A+B . A+B neni mozny.

2.9. A, B, Cjsou ndhodné jevy. Zjednoduste vyrazy:

Ef o o
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t* **

- *

N
LN




Pravdépodobnost a statistika Nahodna veli€ina

2.10.

2.11.

2.12.

2.13.

2.14.

2.15.

2.16.

2.17.

2.18.

2.19.

a) A+B.B+C b) A+B . A+B .

Kdy jsou mozné rovnosti: a) A+ B = A, b) A-B= A, c)A+B=AB?
Jsou jevy A, A+ B disjunktni?

Dokazte, ze jevy A, B, A+ B tvofi tplnou skupinu vzajemné neslucitelnych jevi.

Najdéte jev X z rovnice X + A+ X + A=B.

TerC je tvoten deseti kruhy ohrani¢enymi soustiednymi kruznicemi o polomérech ry,

k=1, .., 10, pficemz r; < r,< ... < ryo. UrCete, co znadi jevy:
6 10

a) B=Y A, bC=[]A.
k=1 k=5

Jev A znaci, ze alespon jeden ze tii vyrobki, prochazejicich kontrolou, je vadny. Jev B
znaci, ze vSechny tii kontrolované vyrobky jsou dobré. Co znacijevy A+ B, A.B?
Mezi body M a N jsou zapojeny prvky a, bi, by, bs podle schématu. Jev A znaci

poruchu prvku a, jev By poruchu prvku by , k = 1, 2, 3. Vyjadiete jevy C a C pomoci A,

By, kdyz C znaci preruseni spojeni mezi body M a N.

b

M—1 a b> N

bs

Ptistroj se sklada ze dvou bloku 1. typu a tii blokl 2. typu.
Jevy: Ax, k=1,2-- funguje k-ty blok 1. typu
Bj, j=1,2,3-- funguje j-ty blok 2. typu.
Ptistroj je schopen pracovat, kdyz funguje aspoii jeden blok 1. typu a aspoil dva bloky

2. typu. Vyjadrete jev C znacici, Ze pfistroj je v poradku.

Pti hodu hraci kostkou znaci jev A "padnuti sudého ¢isla", jev B "padnuti ¢isla

délitelného 3". Urcete, co znamena jev: A+ B, A-B, A. B, K, B ,B-A.

Jev A znamen4, Ze z 10-ti automobilil byly prodany:
a) alespon 3

b) alesponi 5

a*** -53-
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2.20.

2.21.

2.22.

2.23.

2.24.

2.25.

2.26.

C) zadny

d) prave 4

e) aspon 6 a nejvyse 8
f) zadny nebo alespon 3

Kolik automobil bylo prodano, jestlize nastal jev A?

Ke zkousce jde 10 studentd. Jev Ax znamena: zkousku udé€lalo alespon K studentt. Jev

Bk znamena: zkousku udélalo nejvyse k studentd. Jev Cy znamena: zkousku udélalo

pravé k studentt. Kolik studentti udélalo zkousku, nastaly-li jevy: A, . Az, A2 + Az, C,,

CG , Bo. Bs, Bo + Bs, Ay . B3, Ag + Bo.

ZapiSte pomoci symboliky uvedené v ptfedchozim piikladé jevy:
a) zkouSku udélali 2 az 3 nebo 3 az 4 studenti

b) zkousku udélali nejvyse 4 nebo alespon 7 studenti

Student udé€la zkousku (jev A), jestlize napiSe uspésné pisemku (jev B) a zodpovi pii
ustni zkousce alespon jednu ze tii otazek (jevy Cy, Cy, C3). Vyjadiete jev A pomoci

jevﬁ B, Cq, Cy, Cs.

Klasicka definice pravdépodobnosti

Cislice 1, 2, 3, 4, 5 jsou napsany na 5-ti listcich. Nahodné vybereme 3 a utvoiime z
nich trojciferné ¢islo, pricemz cifry k sobé skladame v potradi v jakém jsme je vybrali.

Vypoctéte pravdépodobnost, ze vzniklé trojciferné ¢islo bude sudé.

Kruhovy ter¢ ma 3 pasma. Pravdépodobnost zdsahu 1. pasma je 0,2, druhého 0,23 a

ttetiho 0,15. Jaka je pravdépodobnost minuti cile?

S jakou pravdépodobnosti padne na dvou kostkdch soucet
a) Sest

b) mensi nez 7

Mame 230 vyrobkil, mezi nimiz je 20 nekvalitnich. Vybereme 15 vyrobkd, pficemz
vybrané vyrobky nevracime zpé&t. Jak je pravdépodobné, Ze mezi 15 vybranymi bude

10 dobrych?
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2.27. V zastupu 7 lidi jsou 3 zeny. Jaka je pravdépodobnost, Ze zeny stoji bezprosttedné za

sebou?

2.28. Do kolony bylo ndhodné sefazeno 7 aut. 2 Mercedesy, 3 Hondy a 2 Oply. Jaka je

pravdépodobnost, Ze na prvnim a poslednim misté¢ bude Honda?

2.29. V osudi jsou 4 ¢erné a 6 modrych kouli. Nahodné vybereme 4. Jaka je
pravdépodobnost, ze
a) 3 budou modr¢ a jedna ¢ernad?
b) alespon 3 vytazené koule budou modré?

C) mezi vytazenymi koulemi je vice ¢ernych

2.30. V telefonnim seznamu nahodné vybereme jedno Sestimistné Cislo (mtize zacinat nulou)
a predpokladame, ze v seznamu jsou pouzita vSechna Sestimistna Cisla. Jaka je
pravdépodobnost, Ze ¢islo
a) neobsahuje 0
b) obsahuje jednu 3

2.31. Hézime soucasné tfemi hracimi kostkami a s¢itame bodové hodnoty. Ktery ze souctt

11 nebo 12 je pravdépodobnéjsi?

Geometricka definice pravdépodobnosti

2.32. Hodiny, které nebyly ve stanovenou dobu natazeny, se po urcitém case zastavi. Jaka je

pravdépodobnost, ze se velka rucicka zastavi mezi 6 a 9?

2.33. Tyc¢ délky 10m je ndhodné rozlomena na 2 ¢asti. Jaka je pravdépodobnost, ze mensi

¢ast bude delsi nez 4m?

2.34. Z intervalu (0,1)byla nahodn¢ vybréana 2 ¢isla X a y. Necht jev A znadi, ze y <xa jev

B, Ze Xx<0,5. Urcete pravdépodobnost jevi: A, B, A.B, A + B.

2.35. Na zastavku mistni dopravy ptijizdi autobus kazdych 7 minut a zdrzi se 0,5 minuty.

Jaka je pravdépodobnost, Ze ptijdu a zastihnu autobus na zastavce?

2.36. Zintervalu (0,8) nahodn¢ vybereme &isla x a y. Jaka je pravdépodobnost, ze y < x*?

2.37. Urcete pravdépodobnost toho, zZe soucet ndhodné zvolenych kladnych pravych zlomku

Ef A >
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2.38.

2.39.

2.40.

2.41.

2.42.

2.43.

2.44.

2.45.

2.46.

neni vétsi nez jedna a soucasné jejich soucin neni vétsi nez 2.

Autobus pfijizdi na zastavku kazdé 4 minuty, tramvaj (ma zastavku vedle) kazdych 6
minut. Uréete pravdépodobnost, ze se cestujici docka:
a) autobusu pred tramvaji

b) autobusu nebo tramvaje v pribéhu 2 minut

Pacient se 1é¢i doma a od 7 do 20 hod. je mozné jej kontrolovat. Vychazky ma od 13 do

15 hod. Jaka je pravdépodobnost, ze mezi 7. a 20. hodinou bude doma k zastizeni?

Podminéna pravdépodobnost

Hézime dvéma kostkami. Vypoctéte, jakd je pravdépodobnost toho, Ze:
a) padne-li na 1.kostce dvojka, padne soucet vétsi nez 6.

b) padne-li na 1. kostce sudé ¢islo, padne soucet vétsi nez 8.

Z celkové produkce zavodu jsou 4 % zmetki a z dobrych je 75 % standardnich. Urcete

pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany vyrobek je standardni.

Z vyrobkl ur€itého druhu dosahuje 95 % ptedepsanou kvalitu. V uréitém zavod¢, ktery
vyrabi 80 % celkové produkce vSak predepsanou kvalitu ma 98 % vyrobkl. M¢jme
nahodné vybrany vyrobek predepsané kvality. Jaka je pravdépodobnost, Ze byl vyroben

ve vySe uvedeném zavode?

V zasilce je 90 % standardnich vyrobkil, mezi nimiz je 60 % vyrobkii mimotadné
kvality. Vypocitejte jaka je pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany vyrobek z celé
zasilky je mimoiadné kvalitni.

Tti zavody vyrabi Zarovky. Prvni 45 % celkové produkce, druhy 40 % a tieti 15 %.

Z produkce prvniho zavodu je standardnich 70 %, druhého 80 % a tfetiho 81 %. Urcete

pravdépodobnost, ze si zakaznik koupi standardni Zarovku.

Menza VSB zakoupila 12 chladniéek z 1. zavodu, 20 z 2. zdvodu a 18 z 3. zavodu.
Pravdépodobnost, ze chladnicka je vyborné jakosti, pochazi-li z 1. zavodu je 0,9,
z 2. zavodu 0,6 a z 3. zavodu 0,9. Jaka je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrana

chladnicka bude vyborné jakosti?

Soucastky, ze kterych se montuji stroje, dodavaji tfi zadvody. Je zndmo, Ze prvni ma
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2.47.

2.48.

2.49.

2.50.

2.51.

2.52.

2.53.

0,3 % zmetka, druhy 0,2 % zmetki a tfeti 0,4 %. Pfitom prvni zavod dodal 1000, druhy
2000 a treti 2500 soucastek. Jaka je pravdépodobnost, ze nahodné vybrand soucéstka

bude zmetek?

Mame 4 krabice. V prvni jsou 3 bilé a 2 ¢erné koule, ve druhé jsou 2 bilé a 2 Cerné
koule, ve tfeti je 1 bild a 4 Cerné koule, ve ¢tvrté 5 bilych a 1 ¢erna koule. Nahodné
vybereme jednu krabici a vytdhneme 1 kulicku. Jaka je pravdépodobnost, ze kulicka je

bila?

Ve spole¢nosti je 45 % muzt a 55 % Zen. Vysokych nad 190 cm je 5 % muztia 1 %
zen. Nahodné vybrana osoba je vy$si nez 190 cm. Jaka je pravdépodobnost, Ze je to

zena?

V diln¢ pracuje 10 déInikd, ktefi vyrobi za sménu stejny pocet vyrobki. P&t z nich
vyrobi 96 % standardnich, tti z nich 90 % standardnich a dva 85 % standardnich.
Vsechny vyrobky jdou do skladu. Nahodn¢ jsme vybrali jeden vyrobek a zjistili, Ze je

standardni. Jaka je pravdépodobnost, ze ho vyrobil nékdo z prvnich péti délnika?

Opakované pokusy

V populaci se vyskytuji 4 % homosexualné zamétenych jedinct. Jaka je
pravdépodobnost, ze ve 20-ti ¢lenné studijni skupin€ bude alespon jeden takto

zaméteny jedinec?

Dva sportovni stielci nezavisle na sobé¢ sttileji do jednoho terce. Kazdy po jednom
vystielu. Pravdépodobnost zasahu prvniho stielce je 0,8, druhého 0,4. Pii stielbé byl

Vv terCi jeden zasah. Jaka je pravdépodobnost, ze ter¢ zasahl prvni stielec?

Sportovni stielec zasahne cil pii kazdém vysttelu s pravdépodobnosti p = 0,8.
Vypoctéte pravdépodobnost, ze pti 5 vystielech budou v cili

a) prave 2 zasahy,

b) nejvyse jeden zasah,

C) alespon 2 zasahy.

Urcete pravdépodobnost, Ze pti péti hodech kostkou padne:
a) Sestka praveé dvakrat,

b) Sestka pti druhém a Ctvrtém hodu.
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2.54. Pisemna zkouska z matematiky obsahuje 5 ptikladd. Pravdépodobnost spocitani
jednoho ptikladu je 0,8. Urcete, jaka je pravdépodobnost, ze student uspéje, staci-li,

aby spocital aspon 3 ptiklady.

2.55. V roding je n déti. Pravdépodobnost narozeni chlapce je 0,515. Urcete pocet déti tak,

aby mezi nimi byl aspon jeden chlapec s pravdépodobnosti alespon 0,99.

2.56. Pravdépodobnost vyhry hrace je 0,6. Urcete, jaky je nejpravdépodobnéjsi pocet vyher
hrace v deseti odehranych partiich.

2.57. Sérii 100ks vyrobku je tfeba zkontrolovat ndhodnym vybérem. Cela je povaZzovéana
za Spatnou, je-li aspon jeden z péti vybranych vyrobkl vadny. Vypoctéte

pravdépodobnost, ze série je Spatna, vime-li, Ze obsahuje 5 % vadnych vyrobk.

Ulohy k samostatnému Feseni - netfidéno

2.58. Mame dievénou krychli, jejiz stény jsou Cervené obarveny. Rozfezme ji na 125
stejnych krychlicek, které vzajemné promichame. Potom ndhodné vybereme jednu
krychli¢ku. Jaké bude pravdépodobnost, Ze vybrana krychlicka bude mit dvé stény

cervené natrené?

2.59. V jedné studijni skupin€ prvého ro€niku FAST v Brné€ je 24 posluchaci, z nichZ 5 ma
trvalé bydlisté v Brn¢€, 6 v Ostravé a zbyvajici jsou odjinud. Na vyrobni praxi do
Ostravy bylo ze skupiny namatkou vybrano 12 posluchact. Jaké je pravdépodobnost,
ze mezi vybranymi budou

a) vSichni posluchaci z Ostravy,
b) 3 posluchaci z Ostravy,

¢) zadny poslucha¢ z Ostravy.

2.60. Ke kontrole je pfipravena skupina 200 vyrobki, z nichZ jsou 4 % vadnych. Ostatni
maji pozadovanou kvalitu. Naméatkou z nich vybereme 20 kusii. Pti kontrole
zjisStujeme, ze prvnich 5 z 20 vybranych je kvalitnich. Jaka je pravdépodobnost, Ze

Sesty vyrobek je téz kvalitni?

2.61. Mame karetni hru o 32 kartach. Vytahneme jednu kartu, vratime ji a karty
promichdme. Potom znovu vytdhneme jednu kartu. Urcete pravdépodobnost toho, Ze

ob¢ karty budou stejné barvy.
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2.62.

2.63.

2.64.

2.65.

2.66.

2.67.

2.68.

2.69.

2.70.

Na deseti stejnych kartickach jsou ¢isla od nuly do deviti. Urcete pravdépodobnost
toho, ze dvojmistné ¢islo (mize zacinat nulou) ndhodné vytvotené z danych karti¢ek
je délitelné

a) 6,

b) 21.

Karetni hru o 52 kartach délime libovolné na dvé stejné ¢asti. Jaka je

pravdépodobnost, ze v kazdé ¢asti budou dve esa?

Z karetni hry o 32 kartach ndhodné¢ vybereme 3 karty. Jakd je pravdépodobnost, Ze

mezi nimi bude aspon jeden kral?

V osudi je 5 kouli bilych a 5 ¢ernych. Vybirame bez vraceni 6 kouli. Jaka je
pravdépodobnost, Ze
a) dvé koule z vybranych budou bilé,

b) alespon dv¢ koule z vybranych budou bilé?

V osudi je 8 kouli bilych a 6 ¢ervenych. Vybereme ndhodné 4 koule. Jaka je

pravdépodobnost, ze vybrané koule nejsou vSechny stejné barvy.

V laboratofi se ma zjistit mez prutaznosti vzorku oceli. Pravdépodobnost toho, Ze mez
prittaznosti bude v rozmezi 27-29 kp/mm?, je 0,14; pro rozmezi 29-31 kp/mm? je
pravdépodobnost 0,21; pro rozmezi 31-33 kp/mm? je 0,16. Urdete, jaka je
pravdépodobnost toho, ze mez prutaznosti zkoumaného vzorku je v rozmezi 27-33

kp/mm?.

Vyrobek prochézi v priibéhu zpracovani postupné ¢tyfmi operacemi.
Pravdépodobnost vyrobeni zmetku je u jednotlivych operaci postupné rovna 0,02;
0,03; 0,005; 0,015. Urcete ptiblizné pravdépodobnost toho, ze vysledkem vyrobniho

procesu v daném piipad¢ bude zmetek.

Vyto¢ime ndhodné péticiferné telefonni ¢islo. Jaka je pravdépodobnost, Zze vytocime
bud’ ¢islo 31540 nebo Cislo 71432, vime-li, ze telefonni ¢islo bude mit jako prvou

¢islici n€kterou z cifer 3, 5, 7, 9?

Pét zarovek ze sta se namatkou kontroluje. Pii vybéru zarovky nevracime. Vyskytne-li
se mezi péti kontrolovanymi zmetek, je celad stovka vyfazena jako zmetkovita. Jaka je

pravdépodobnost, Ze danych sto zarovek bude vytazeno, vime-li, Ze je mezi nimi 6
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2.71.

2.72.

2.73.

2.74.

2.75.

2.76.

2.77.

2.78.

2.79.

2.80.

2.81.

2.82.

zmetku?

Z n vyrobkl, v nichz je r zmetktll, ndhodné bereme bez vraceni r vyrobku. Jaka je

pravdépodobnost toho, ze vybereme vsechny zmetky?

V osudi je n listkl s ¢isly od 1 do n. Listky vytahujeme po jednom bez vraceni. Jaka je
pravdépodobnost toho, ze pii prvych k tazich budou ¢isla na listcich stejnd jako pocet

provedenych tahi?

Hézime ¢tytikrat hraci kostkou. Jaka bude pravdépodobnost, Ze pii kazdém hodu

dostaneme jiny pocet ocek?

Z osudi, v némzZ je n kouli, n-kréat vytahneme kouli a vzdy ji vratime zpét. Jaka je

pravdépodobnost, ze postupné vyjmeme vSechny koule?

Studijni skupina, v niz je 6 studentek a 18 studentti, se pro laboratorni cvic¢eni
nahodné rozdé€luje na 6 skupin po ctyfech. Jaka je pravdépodobnost, Ze v kazdé

skupin€ bude studentka?

Hézime dvakrat kostkou. Jaka je pravdépodobnost, Ze podruhé padne vice ocek nez

poprve?

Dva zavodnici zdolaji ur¢itou vzdéalenost ve stanoveném case s pravdépodobnosti 0,8
a 0,9. UrcCete pravdépodobnost, ze ve stanoveném Case dosahne cile alespoii jeden

zavodnik.

Z osudi, v némz je 10 kouli bilych a 2 ¢ervené, tdhneme n-krat po jedné kouli a po
kazdém tahu ji vratime zpét. Urcete nejmensi hodnotu n tak, aby pravdépodobnost

jevu, ze alespoii jednou vytahneme ¢ervenou kouli, byla vétsi nez 1/2.

Z osudi, v némz je 12 kouli bilych a 2 ¢ervené, tdhneme m-krat bez vraceni. Urcete
nejmensi hodnotu m tak, aby pravdépodobnost jevu, ze alespoil jednou vytdhneme

cervenou kouli, byla vétsi nez 1/2.

Kolikrat musime hodit tfemi kostkami, aby pravdépodobnost jevu, Ze alespoii jednou

padne 18 ok, byla vétsi nez 1/2?

Dva hraci hazeji minci. Vyhrava ten, komu dfiv padne lic. Urcete pravdépodobnost

vyhry kazdého hrace.

Dva stielci postupné stfileji na cil do prvého zasahu. Pravdépodobnost zasahu pro
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2.83.

2.84.

2.85.

2.86.

2.87.

2.88.

2.89.

2.90.

2.91.

prvého strelce je 0,2, pro druhého 0,3. Urcete pravdépodobnost toho, ze prvni stielec

bude mit vice vystieli nez druhy.

Tti rovnocenni hraci A,B,C hraji spolecenskou hru. Urcete, zda je pravdépodobnéjsi,

ze hrac A vyhraje 3 ze 4 nebo 5 z 8 partii.

V osudi je 10 kouli - 3 bilé a 7 Cernych. Pétkrat tdhneme po jedné kouli, po kazdém
tahu ji vratime zpét. Urcete pravdépodobnost, ze budou tazeny bud’ v§echny koule

bilé, nebo vSechny Cerné.

Pravdépodobnost toho, Ze jev A nastane pii jednom pokusu, je p. Urcete

pravdépodobnost nastoupeni téhoz jevu alesponi jednou pii péti pokusech.

V osudi je 5 listkli s ¢isly od 1 do 20. Provedeme a) 3 tahy, b) 5 taht. Po kazdém tahu
listek vratime zpét a listky znovu zamichame. Urcete pravdépodobnost toho, ze v
kazdém z obou uvedenych ptipadl alespon 2-krat vytdhneme listek s ¢islem
délitelnym ctyfmi.

Hézime pétkrat hraci kostkou. Urcete pravdépodobnost toho, ze alesponi ve dvou

hodech, ale zaroven ne vic jak Ctyrikrat, padne pocet ok délitelny tiemi.

Z karetni hry o 32 kartach 20-krat tahneme po jedné karté, po kazdém tahu kartu
vratime zpét. Urcete nejpravdépodobnéjsi pocet tahti Xo, v nichz se nam podati

vytahnout eso, a pro vypoctené Xg urcete prislusSnou pravdépodobnost.

Pravdépodobnost toho, ze mnozstvi odebraného elektrického proudu v ur¢itém zavode
je normalni (nepfesahne planovanou spotiebu za 24 hod.), je rovna 3/4. Stanovte
pravdépodobnost, ze v nejblizsich Sesti dnech bude alesponi po dobu tii dnii odbér

proudu normalni.

Pravdépodobnost toho, Ze v nékterém okamziku béhem jednoho roku bude na urc¢itou
konstrukei plisobit soucasné maximalni zatizeni pohyblivé a maximdalni zatizeni
vétrem, &inf 3.107. Tato pravd&podobnost se béhem let neméni. Zivotnost konstrukce
je 100 let. Jaka je pravdépodobnost, Ze za dobu trvani konstrukce se ob¢ zatizeni ve

svych maximalnich hodnotach stfetnou alespon jednou?

Pravdépodobnost toho, Ze muZzstvo A vyhraje aspoii jedno ze ¢ty utkéni, je rovna
0,59. Urcete pravdépodobnost vitézstvi muzstva A v jednom utkani, predpokladame-li

ze vSichni Ctyfi soupefi jmenovaného muzstva maji stejnou tiroven.
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2.92.

2.93.

2.94.

2.95.

2.96.

2.97.

2.98.

Na dvojkolejnim Zelezni¢nim mosté se potkaji v pribéhu 24 hodin dva protijedouci
vlaky s pravdépodobnosti 0,2. Uréete pravdépodobnost toho, ze v prubéhu tydne se
dva vlaky na mosté potkaji

a) maximaln¢ trikrat,

b) nejméné tiikrat,

C) prave trikrat.

d) Urcete, kolikrat se vlaky potkaji s nejvétsi pravdépodobnosti.

Pravdépodobnost toho, Ze televizni obrazovka vydrzi bez poruchy 3000 hodin
provozu, je 0,4.

a) Jaka je pravdépodobnost toho, Ze alespon jedna z péti stejnych obrazovek vydrzi
bez poruchy 3000 hodin?

b) Jaky nejpravdépodobnéjsi pocet z péti obrazovek vydrzi stanoveny pocet hodin

bez poruchy?

Na nosnik délky L umistime libovolné dvé bfemena. S jakou pravdépodobnosti je
umistime tak, ze jejich vzdalenost
a) nebude vétsi nez L/4,

b) nebude vétsi nez L/2?

Dva lidé se dohodli, Ze se setkaji na stanoveném misté mezi 18:00 h. a 18:45 h. Ten,
kdo pfijde prvni, pocka na druhého 15 minut. Uréete pravdépodobnost toho, Ze se

setkaji, je-li ptichod obou kdykoliv ve stanoveném Case stejné¢ mozny.

Stanovte pravdépodobnost toho, Ze vyraz

L /x2+y2
xy-1

je v libovolném bod¢ (X, y) definovan, mize-li x a y nabyt se stejnou

pravdépodobnosti libovolné hodnoty z oboru |X| <2, | y| <2.

Urcete pravdépodobnost, s jakou bude v libovolném bod¢ oblasti X € <—1; 2> A | y| <2

definovana funkce z=1In —x-y .

Urcete pravdépodobnost toho, Ze libovolné zvoleny bod uvnitt krychle o hrané 10,
jejiz stted lezi v pocatku a hrany jsou rovnobézné s osami soutfadnymi, je soucasné

bodem defini¢niho oboru funkce
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2.99.

2.100.

2.101.

2.102.

2.103.

2.104.

2.105.

2.106.

U=49-x*—y*—2° +
\/ \/x2+y2+22—4

Mg¢jme ter¢ tvoieny dvéma soustfednymi kruznicemi o polomérech 2r a 3r.
Predpokladame stejnou pravdépodobnost zasahu do libovolného bodu terce. Urcete

pravdépodobnost toho, ze ze tii zasahl terée bude jeden zasah do vnitiniho kruhu.

Na tsecce délky L jsou nahodné zvoleny dva body, ¢imz je tato usecka rozdélena na
tfi Casti. Urcit pravdépodobnost toho, Ze z téchto tii usecek je mozno sestrojit

trojuhelnik.

Na kruznici o poloméru R jsou ndhodné zvoleny body A, B, C. Jaka je

pravdépodobnost, ze trojuhelnik ABC je ostrotuhly?

Na stavbu byly dovezeny cihly ze tfi cihelen a slozeny na spole¢né skladce. Jejich
mnozstvi jsou v poméru 1:2:2. Cihly vyrobené jednotlivymi cihelnami vyhovi
predepsanym normam jakosti s pravdépodobnosti rovnou postupné 0,80, 0,65, 0,72.
Ze skladky cihel ndhodné vybereme jeden kus, abychom laboratorné zjistili, zda
spliuje predepsané pozadavky. Jaka je pravdépodobnost toho, ze cihla bude mit

piedepsanou kvalitu?

V osudi je 24 kouli - 4 ¢erné, 12 Cervenych a 8 bilych. Urcete pravdépodobnost, ze
V druhém tahu vytdhneme bilou kouli, nevime-li, jakou kouli jsme vytahli v 1. tahu.

Koule do osudi nevracime.

Maéme u schranek, v nichz je v kazdé m bilych a n Sedych stejné velkych obalek.
Z prvé schranky nahodn¢ vybereme obalku a vlozime ji do druhé. Z druhé opét
vytahneme jednu obalku a vlozime ji do tfeti, atd. Urcete pravdépodobnost toho, Ze

po takovém piemisténi vytdhneme z posledni schranky bilou obalku.

Do urny, v niz je n kouli, je vhozena bila koule. S jakou pravdépodobnosti je pak
mozno z urny vytahnout bilou kouli, kdyZ vSechny piedpoklady o piivodnim stavu

V urné jsou stejné pravdépodobné?

Mame Ctyfi osudi. V prvém jsou 3 koule bilé a 2 Cerné, v druhém a tfetim po 2 bilych
a 5 Cernych, ve ¢tvrtém je 1 bila a 3 ¢erné koule. Mzeme ptedpokladat, Ze vytaZeni

koule z libovolného osudi je stejné¢ pravdépodobné. Urcete pravdépodobnost, ze
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a) vytazena bilé koule je z prvé urny,

b) vytazena Cerna koule je ze ¢tvrté urny.

2.107. Ksiti je pripojeno 14 novych a 6 starSich pocitact. Pravdépodobnost bezchybného

2.108.

2.109.

provozu u novych pocitaci je 0.9, u starSich 0.8. Jaka je pravdépodobnost, ze

a) student bude pracovat bez poruchy

b) tento student pracuje u nového pocitace?

Hézime ttikrat hraci kostkou. Najdéte pravdépodobnost nasledujicich jevii:

A - na vSech kostkach padnou tii oka
B - na vSech kostkach padne tyz pocet ok

C - na kostkach padnou rtizné pocty ok

Do vytahu v sedmipodlaznim domé nastoupili v 1. podlaZi tfi lidé. Kazdy z nich se

stejnou pravdépodobnosti mize vystoupit v libovolném podlazi poc¢inaje druhym.

Najdéte pravdépodobnost nasledujicich jevi:

A - vSichni cestujici vystoupi ve Ctvrtém podlazi

B - vSichni cestujici vystoupi soucasné

C - cestujici vystoupi v rtiiznych podlazich

Vysledky uloh k samostatnému rfeseni

2.6.

2.1.

2.9.

2.10.

2.11.

2.13.

2.14.

A=BC

a)A
b) B
c)AC

a)B+AC b)A

a) A=o,B=1
b) A=1,B=0
c) A=B

ano
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2.15.

2.16.

2.17.

2.18.

2.19.

2.20.

2.21.

b) C=As

A+B=Il, AB=9O

C= (A1 + Az) (Bl B, + B, Bs + B; Bg)

A+B... padne 2 nebo 3 nebo 4 nebo 6
A-B... padne 2 nebo 4
A.B... padne 6

A ... padne 1 nebo 3 nebo 5

B ... padne 1 nebo 2 nebo 4 nebo 5
B-A... padne 3

a) nejvyse 2

b) nejvyse 4

¢) aspon 1 d) nejvyse 3 nebo asponi 5
e) nejvyse 5 nebo aspoinl 9

f) jeden nebo dva

Az Az = Ag

ArtAs = Ay

C, =BatA,

(nejvyse 2 nebo aspoii 4)

C, = BstA;

(nejvyse 5 nebo aspoii 7)

B2.B4 =By

B2+Bs = B4

A,.B3 = C,+C;3(2 nebo 3)

Ag+B2 = Co+Cq+Co+Cat+Co+C1o

(nejvyse 2 nebo alespoii 8)

a) A,.B3+A3.B4
b) B4+A;
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2.22. A= B.(C1+Cg+03)

2.23.

2.24.

2.25.

2.26.

2.27.

2.28.

2.29.

2.30.

2.31.

2.32.

2.33.

2.34.

2.35.

2.36.

2.37.

2.38.

2.39.

2.40.

2.41.

2.42.

2.43.

2.44,

2.45.

0,4

0,42

0,1388; 0,4166
0,004

0,142

0,142

0,38; 0,452; 0,119
0,531; 0,354
11

0,25

0,2

0,5; 0,5; 0,125; 0,875
0,07

0,812

0,487

0,66; 0,66
0,846

0,33; 0,33
0,72

0,825

0,54

0,7565

0,78
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2.46.

2.47.

2.48.

2.49.

2.50.

2.51.

2.52.

2.53.

2.54.

2.55.

2.56.

2.57.

2.58.

2.59.

2.60.

2.61.

2.62.

2.63.

2.64.

2.65.

0,003

0,53

0,196

0.52

0,558
0,857
0,0512; 0,0067; 0,9932
0,16; 0,016
0,942

7

6

0,2305
0,288

a) Cg(6)*Cs(18) / C12(24)= 0,0068649
b)C3(6)*Co(18) / C12(24)= 0,359594

8

c) Co(6)*C12(18) / C12(24) = 0,00686498

187 /195 = 0,958974
32/32*8/32=0,25

a) 15/90
b) 4 /90

C2(4)*C24(48) | C6(52) = 0,390156
1- C4(28) / C4(32) = 0,339516

a) Ca(5) * Ca(5) / Ce(10)

b) (C2(5)*Ca(5)+Cs(5)*Ca(5)+
+C4(5)*Cy+Cs(5)*Cs(5))/ Cs(10) =
= 1 - Cs(1)*Cs(5)/Ce(10) = 0,076190
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2.66.

2.67.

2.68.

2.69.

2.70.

2.71.

2.72.

2.73.

2.74.

2.75.

2.76.

2.77.

2.78.

2.79.

2.80.

2.81.

2.82.

2.83.

2.84.

2.85.

2.86.

1- (Ca(8) / Ca(14) + C4(6) / Ca(14)) = 0,915084
0,51

1-0,98 * 0,97 * 0,995 * 0,985 = 0,0683407
0,00005

1 - 94/100 * 93/99 * 92/98 * 91/97 * 90/96 =
=1 - C5(94) / C5(100) = 0,270914

r/in*(r-1)/(n-1)*...*1/(n-(r-1)) = 1/ C¢(n)
1/n*1/(n-1)*...*1/(n-(r-1) = 1/V(n) = 1/ (Ck(n)*k!)
6/6 *5/6 * 4/6 * 3/6 =5/18 = 0,277777

n/n* (n-1)/n*..*1/n=n!/n"

C1(6)C3(18)/C4(24)*C1(5)*C3(15)/Ca(20)*C1(4)*Cs(12)/Ca(16)*
*C4(3)*C3(9)/Ca(12)*C1(2)*Cs(6)/Ca(8)*C1(1)*Ca(3)/Ca(4) = 0,0304318

1/6%5/6+1/6*4/6+1/6%3/6+1/6%2/6+1/6%1/6 = 0,41666666
1-(1-0,8)*(1-0,9) = 0,98

1- (5/6)">1/2 ; Nuin = 4

1-Cn(12) / Cn(14) > 1/2; m = 4

1-(215/216)" > 1/2 ;n > 150

D(A)=1/2+1/2%1/2%1/2+...+1/(2"D-1)*2) = 2/3
P(B)=1/2*1/2+1/2%1/2%1/2*1/2+... +1/(22*2") = 1/3

P11 *Go*prt... +(0a* ) " *pi=pa(1-01*q) = 5/11

P3a=Cs(4)*(1/3)*(2/3)=8/11=0,0987654
Pss=Cs(8)*(1/5)°*(2/3)%= 448/6581=0,0682822

Cs(5)*(3/10)°*(7/10)°+Cs(5)*(7/10)°*(3/10)° = 0,17050
1-(1-p)y
a) Cy(3)*(5/20)°*/15/20)+C3(3)*(1/4)**(15/20)°= 0,15625

b) 1-Co(5)*(1/4)°*(3/4)5-C1(5)*(1/4)**(3/4)*= 47/128 = 0,3671
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2.87. Cy(5)*(2/6)**(4/6)°*+C3(5)*(2/6)**(4/6)*+C4(2/6)**(4/6)* = 130/243 = 0,5349

2.88. Ca(np*“'q" " <Cun)p'g" 2Crea(Mp*" g™
Xo = 2 ; P2(20) = C5(20)*(1/8)2*(7/8)"° = 0,26838

2.89.  1-(Co(B)*(3/4)°*(1/6)° + C1(6)*(3/4)'*(1/4)> + Cy(6)*(3/4)**(1/4)") = 0,9624

2.90. p(A) = (1-3*10°)"* = 1 - 3*10™*100
p(A) =1-p(A) = 3*10°

291. 059=1-(1-p)'—>p=0,2

2.92. a) p(x<3) =Y.Ci(7)*0,2*0,8"",i=0... 3
b) p(x=3) =1 - ¥Ci(7)*0,2*0,8"", i=0 ... 2
c) p(x=3) = C4(7)*0,2%%0,8* ~ 0,11469
d) (n+1)*p-1 <x<(n+l)*p —-x=1

2.93. a)1-Coy(5)*(1-0,4)°=~0,92224
b)x=2

2.94. x,yin<0,L>
a)|x-y|<L/4—-p=7/16
b)|x-y|<L2—->p=3/4

2.95. X,yin<0, 45>
|x-y|<15—p=5/9

296. X.y-1>—>y>1/x,x>0
y<1/x,x<0
p=2*int(2 - 1/x, x,0,2) = 0.2017

2.97. 3/8

2.98. 76 m/3000~0,07958

2.99. Cy(3) * 4/9 * (5/9)* ~ 0,411522
2.100. 1/4

2.101. 1/4

2.102. 0,708

Ef o o
x *
i* **
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2.103.

2.104.

2.105.

2.106.

2.107.

2.108.

2.109.

8/24 * 7/23 + 16/24 * 8/23 = 1/3
m/(m+n)
1/(n+1) * (1/(n+1) + 2/(n+1) + ... + (n+1)/(n+1)) = (n+2)/(2(n+1))

a) A .. vytaZeni bilé p(A) = 1/4 * (3/5 + 2/7 + 2/7 + 1/4) = 199/560
p(Uy/A) = (1/4*3/5)/(199/560) = 0,42211
b) (1/4*3/4)/(361/560) = 0,2908

a) 0,870
b) 0,724

p(A) = 1/6°
p(B)=6/6°
p(C) = Cs(6) / 6°

viz vysledky ptikladu 2.108.
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o=

3. NAHODNA VELICINA

Privodce studiem

V ptedchozich kapitolach jste se seznamili s kombinatorikou a pravdépodobnosti jevii.

Tyto znalosti pouzijeme v této kapitole, zavedeme pojem ndhodna veli¢ina, funkce, které

nahodnou veli¢inu popisuji, a ¢iselné charakteristiky ndhodné veli¢iny.

Predpokladané znalosti

Pojmy z pravdépodobnosti, derivace, integral.

Cile

Cilem této kapitoly je objasnit pojmy nahodna veliCina, pravdépodobnostni funkce,

hustota pravdépodobnosti, distribu¢ni funkce, stiedni hodnota, rozptyl, koeficient Sikmosti,

koeficient SpiCatosti, p-kvantil, median, modus.

Vyklad

3.1. Nahodna velic¢ina

Vysledky nékterych pokust (elementéarni jevy) jsou ptimo vyjadieny Ciselné (padne 1), u

jinych tomu tak neni (padne lic). Také u téchto pokust je ucelné prifadit elementdrnim jeviim

¢isla.

Cisla ptifazena elementarnim jeviim tvoii obor hodnot M proménné, kterou nazyvame

nahodna veli¢ina (oznacujeme X, Y, Z,...)

o=

Definice 3.1.1.

Nahodna veli¢ina X je redlné funkce definovand na mnozin€ vSech elementarnich jevi, ktera

kazdému jevu pfifadi realné ¢islo.

-71 -




Pravdépodobnost a statistika Nahodna veli€ina

Napfr-.:

Hod minci

p)

Jpadne rub®

Jpadne lic*

D(f) = H(f)

Podle oboru hodnot M rozd¢lujeme nahodné veli¢iny na:
e diskrétni . . . obor hodnot M je kone¢na nebo nekone¢na posloupnost

e spojité . . . obor hodnot M je otevieny nebo uzavieny interval

3.2. Diskrétni nahodna veli¢ina

3.2.1. Pravdépodobnostni funkce

Necht X je diskrétni nahodna veli¢ina s oborem moznych hodnot {Xy, Xy, ..., €n}, ktera tyto
hodnoty nabyva s pravdépodobnosti {p1, Pz, ..., Pn}-

Udaje sestavime do tabulky:

Xi | X1 | X2 | ... | Xn

Pi P1 P2 ... | Pn

Kazdé hodnoté€ X; je pfifazena pravé jedna hodnota p; a pravdépodobnostni tabulku Ize tedy

chépat jako tabulkové urceni funkce, kterou nazyvame pravdépodobnostni funkei.

Definice 3.2.1.
Pravdépodobnostni funkci nahodné veli¢iny X nazyvame funkci p(x) = P(X = X)

Ef 4 o
x *
t* **
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Poznamka

Funkcni hodnota v xi predstavuje pravdepodobnost, ze nahodna velicina X nabude hodnotu x;.

Vlastnosti pravdépodobnostni funkce:

a) p(x) =0

n

b) Y p x =1

i=1

Poznamka

Prvni viastnost plyne primo z definice pravdépodobnostni funkce. Druhé tvrzeni plyne z toho,
Ze nahodné veliciné X je prirazeno cislo X; pravée tehdy, kdyz nastane jev s hodnotou X;
(strucnéji jev Xi). Pritom jevy X1, Xa, ..., Xy tvori uplnou skupinu vzdajemné disjunktnich jevii,
protoze v jednom pokusu nabyva nahodna velicina X prave jedné hodnoty z oboru M.

Secteme-li vSechny mozné vysledky pokusu, dostivame jev jisty | s pravdépodobnosti P(1) = 1.

3.2.2. Distribuéni funkce diskrétni nahodné veliiny

Casto nas nezajima jen pravdépodobnost toho, Ze X nabude uréitou hodnotu X;, ale

pottebujeme urcit pravdépodobnost, se kterou X nabude hodnoty mensi nez jista mez:

Definice 3.2.2.
Realna funkce, ktera pritazuje kazdé hodnoté X; nahodné veli¢iny X pravdépodobnost, ze X
nabude hodnoty mensi nez toto X;, se nazyva distribu¢ni funkce F(X). Je definovana vztahem:

F(X)=P(X<x)= Y P X=x

X <X

Poznamka

Vlastnosti distribucni funkce budou souhrnné popsany u spojité nahodné veliciny.

Ef A o
x *
** **
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Resené ulohy
Priklad 3.2.1. Hod kostkou.

ReSeni: Nahodna veli¢ina X je definovana na mnozin€ elementarnich jevi: padne 1,

padne 2, ..., padne 6. Obor hodnot M jsou realna ¢isla {1,2,...,6} pfifazena

elementarnim jevim E;, Ey, ..., E¢ s pravdépodobnosti {pi1, pz, ..., Ps}, kde pi = %

Pravdépodobnostni funkce p(x) = P(X = x) =

ol

Priklad 3.2.2. 'V osudije 5 bilych a 7 ¢ervenych micki. Nahodna veli¢ina X predstavuje
pocet bilych mickd mezi péti vybranymi. Vytvoite pravdépodobnostni a distribu¢ni

funkci této ndhodné veli¢iny.
Refeni: Nahodna veli¢ina X nabyva hodnot {0,1,2,3.4,5}.

Z teorie pravdépodobnosti vime, Ze se jedna o opakované zavislé pokusy. Muzeme

tedy sestavit pravdépodobnostni funkci:

5 7
. X 15—
p i T 12
5
Dosazenim do pravdépodobnostni funkce vytvoiime pravdépodobnostni tabulku:

Xi 0 1 2 3 4 5

21 | 175 | 30 | 20 | 3B | 1

Pi 792 792 792 792 792 792

s Lolls) sz

(12} 792 792

Napf'.

pp=p X =p
5

Ef A o
x *
i* **
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Moznosti grafického zndzornéni:
Bodovy graf:
(x4

045

0.4

0,33

03

025

02
013

0,1

0,05 4

Useckovy diagram:
Pz

045

0.4

0,33

03

025

02

013

0,1

0,05

-+

¥
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Histogram:
x4

0,43 4

0.4

Tabulka pro distribuéni funkci:
Xi 0 1 2 3 4 5 6

21 75 | 30 | 200 35 1

Pi 792 792 792 792 792 792
21 196 546 756 791
Fx) 0 | 5% | 72 | %% 7 @ 7% 1
Graf:
Fixia
1 1 —_— e
—_—
0,8 4
—
0,6
0,4 4
—
0,2 1
x
3— o
1] 1 2 3 4 a f

Ef " "
x *
t* **
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3.3. Spojita nahodna veli¢ina

Také u spojité nahodné veli¢iny se uziva k jejimu popisu distribuéni funkce F(x), ktera
je definovana stejn¢ jako u diskrétni nahodné veli¢iny vztahem:

F(Xi) = P(X < Xi)

Vlastnosti F(x) (spolecné pro spojitou i diskrétni nahodnou veli¢inu):
e 0<F(Xx)<1
o P(x1 <X <x2) =F(X2) - F(x1) pro x1 < X
e F(x) je neklesajici funkce
e F(-%)=0,F(»)=1

e F(X) je zleva spojita v bodech x =X, i =1,2,..., diskrétni nadhodné veliCiny a

spojita v ostatnich bodech.

Druhou vlastnost je mozné zapsat také: P(x <X <x + h) = F(x + h) - F(x).
Pro h — 0 leva strana — P(X = x) a prava — 0 (tedy P(X = x) =0).

Proto nema smysl definovat pro spojitou ndhodnou veli¢inu pravdépodobnostni funkci

p(x) = P(X = x). Zavadime tedy jinou funkci, ktera se nazyva hustota pravdépodobnosti:

Definice 3.3.1.
Hustota pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X definované na intervalu (a,b) je nezaporna,

re4lna funkce definovana vztahem:

P x<X<x+h
h )
kde pro x ¢ (a,b) je f(x) = 0; x, x+h (a,b)

f x =lim
h—0

Ef A o
x *
** **
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Vlastnosti f(x) a F(x) spojité nahodné veli¢iny

e pro Vx eR plati: f(x) >0

b o
j f x dx=1 (obecné j f x dx=1); a, b jsou krajni meze intervalu, ve kterém

a —0

je f(x) rizna od nuly)

o f(x) = F(X) (F(X) je primitivni funkci f(X))

e F)=P(X<x)=[f x dxresp.= [f x dx

o P(x1<X<x2)=F(x2)-F(x1) = X_z[f X dx

X

Resené ulohy
Priklad 3.3.1. Nahodna veli¢ina X je dana distribu¢ni funkci:
0 X<0
X2
F x=1— 0<x<2
4
1 X>2

Urcete f(X), znazornéte graficky F(x), f(x), vypoctéte P(0,4 <X < 1,6)

ReSeni: Hustotu pravdépodobnosti ziskame zderivovanim distribu¢ni funkce:

0 x<0
f x = X 0<x<2
2
0 X>2
Graf distribu¢ni funkce:
Fixa
14
0 1 2 3 x"

Ef 4 "
x *
t* **
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Graf hustoty pravdépodobnosti:

Sfixd
11

[}

-
[
L 4

P(0,4 <X < 1,6) = F(1,6) - F(0,4) = 0,64 - 0,04 = 0,6

Priklad 3.3.2. Hustota pravdépodobnosti nahodné veli¢iny X ma tvar:

0 x<0
f x ={asinx 0<x<rx
0 X>7

. R . V2
Urcete koeficient a, distribu¢ni funkei F(x) a P(E <X< 27zj.
Refeni: Nejdiive uréime koeficient a:

ja.sin xdx =1
0

a. —CcoS X g =1

a2=1
1
a=—
2

F(X) je primitivni funkci f(x). Jestlize integrujeme f(X), obdrzime:

C, x<0
F x ={—-3cosx+C, 0<x<~x
C, X7

Hodnoty konstant Cy, C3 zjistime z okrajovych podminek distribu¢ni funkce:
F(- ©) =0, F(o0) = 1. Takze C; =0, C3 = 1.

Pro vypocteni konstanty C, vyuZijeme spojitosti distribu¢ni funkce. Vime, Ze:

FO0=0
—-2c0s0+C, =0
1

C,==

22

Ef o "
x *
t* **
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Distribu¢ni funkce ma tedy tvar:

0 x<0
F x =q—-3c0sx+5 0<x<~x
1 X7

Vypocet hledané pravdépodobnosti:

1
PZ<X<27 =F 27 -F £ =1- —1cosZ+1 =5
Priklad 3.3.3. Urcete konstanty A, B tak, aby funkce F(x) = A + B.arctanx, definovana pro
vSechna redlna cCisla, byla distribu¢ni funkci rozloZzeni ndhodné veli¢iny.
ReSeni:
F —o =0
F o =1

A+B.arctan —0 =0
A+ B.arctan © =1

A+ B.(—ZJ -0
2

A+ B.(ijl
2

Aol

2

=1

T

Poznamka

Rozdeélent urcené distribucni funkci z predchoziho prikladu se nazyva Cauchyho rozdéleni

nahodné veliciny.

Pro ziskani komplexnéjsiho pohledu na problematiku nahodné veliciny, doporucujeme,

prrecist si Uvod do teorie informaci. Zde se dozvite vice o pojmu neurcitosti.

Ef o e
x *
t* **

- *
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3.4. Ciselné charakteristiky nahodné veli¢iny

Néahodna veli¢ina X je jednoznaéné urcena rozdélenim pravdépodobnosti pomoci
pravdépodobnostni funkce nebo distribu¢ni funkce (popt. hustoty pravdépodobnosti). Tyto
funkce jsou vSak Casto pomérné slozité a jejich urceni pracné. Proto je vyhodné shrnout
informace o ndhodné veli¢iné do nékolika ¢isel, které ji dostateéné charakterizuji. Tato Cisla
nazyvame €iselné charakteristiky a délime je:
a) podle zpusobu konstrukce na charakteristiky:

e momentove

e kvantilové

e ostatni

b) podle toho, které vlastnosti rozdéleni pravdépodobnosti charakterizuji na charakteristiky:

e polohy
e variability
e Sikmosti

e Spicatosti

3.4.1. Momentové charakteristiky nahodné veli¢iny

Jsou konstruovany na zakladé pocatecniho momentu ux nebo centralniho momentu vy:

Definice 3.4.1.
Pocatecni (obecny) moment k-tého stupné g nahodné veliiny X je sttedni hodnota k-té
mocniny ndhodné veli¢iny:
Z X.p X pro diskrétni nahodnou veli¢inu
i

He =9~
jx".f x dx pro spojitou nahodnou veli¢inu

—0

Ef o
x *
** **

- *
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Centralni moment K-tého stupné vx nahodné veli¢iny X je:
Z X — U “ P X pro diskrétni ndhodnou veli¢inu
i
v, =

j X— “f x dx pro spojitou ndhodnou veli¢inu

kde u = u1 je pocateéni moment 1. stupné nahodné veli¢iny X.

Poznamka

Prvni pocateéni moment p
pfedstavuje stiedni hodnotu ndhodné veliCiny X
Byva oznacovan: p; = E(X) =p
tedy:
Z X.p X pro diskrétni nahodnou velic¢inu

E X :ﬂ: 0
_[x.f X dx  pro spojitou ndhodnou veli¢inu

—o0

Pro sttedni hodnotu plati:

1. E(c) =c, kde c je konstanta

2. E(c.X) =c.E(X)

3. EX xY)=E(X) £E(Y)

4. E(X.Y) = E(X).E(Y), jsou-li X a Y nezavislé
Druhy centralni moment v,

ptedstavuje rozptyl (disperzi, varianci)
Oznalujeme: v, = D(X) = 6°

D X =¢?=

I x—u °.f x dx  pro spojitou nahodnou velicinu

—0

Ef o e
x *
** **

- *

Prakticky vyznam maji ctyri momentové charakteristiky: ua, vz, vs, va

Z Xi — ? P X pro diskrétni ndhodnou veli¢inu
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Pro rozptyl plati:
1. D(c) =0, kde c je konstanta

2. D(c.X) = c2D(X)

3. D(X+Y)=D(X) + D(Y), jsou-li X a Y nezavislé

4. (D X =+o?=o0...senazyva smérodatna odchylka

Rozptyl a smérodatna odchylka charakterizuji rozptylenost hodnot nahodné veli¢iny X kolem

sttedni hodnoty p.

Dalsi dvé ¢iselné charakteristiky jsou vyjadieny pomoci normovanych momentd.

Normovany moment r-tého stupné v, nahodné veli¢iny X je urcen vztahem

vnémz v, zna¢i centralni moment r-tého stupné a o' je r-td mocnina smérodatné odchylky

nahodné veli¢iny X.

Treti centralni moment v3

slouzi k uréeni koeficientu asymetrie, ktery oznacujeme 1/_3 =A
—
A=v,=—, kde
o

Z X — S.p X; pro diskrétni ndhodnou veli¢inu

Uy =1 o
[ x—n °f x dx pro spojitou nhodnou veliginu

Vyjadiuje, do jaké miry a na kterou stranu je rozloZeni zeSikmeno, nebo jestli je symetrickeé:

ﬂxj F

v

Ef 4 >
x *
t* **

- *
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zeSikmeni vlevo: A <0

ﬂxj -

Y

zeSikmeni vpravo: A> 0

ﬂxj -~

Y

(v?tvrt)" centralni moment v,

slouzi k vypoctu koeficientu $pitatosti (excesu), ktery zna¢ime e.

— U
e=u4:0—‘;—3, kde

4 - et 7 .y
Z Xi—p .p X pro diskrétni nahodnou veli¢inu
i

v, =

j x—u *.f x dx  pro spojitou nahodnou veliginu

Informuje o koncentrovanosti hodnot dané veli¢iny kolem jeji stfedni hodnoty.

* %
* b

Ef *** _84_
= * g %
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Sz}

v

Vypocet centralnich momenti Ize provadét podle vyse uvedeného a nebo s vyuzitim vztahi

mezi uy a

i VZZMZ'le

Vk-

o v3=p3- 3ol +2p°

o vs= - dusp + 6pop” - 3

. ,,k:[

Resené ulohy

Priklad 3.4.1.

Nahodn4 veli¢ina X je ddna tabulkou. Urcete jeji ¢iselné charakteristiky

Xi

Pi

0,3

0,1

0,4

-85-
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ReSeni: ps=1-(p1+p2+ps)=0.2

4
E X =x=>x%.p % =103+20,1+3.0,4+4.0,2=2,5

= 1-25°%0,3+ 2-25°.01+ 3-25°.0,4+ 4-2,5°.0,2=125

Dalsi charakteristiky vypo¢teme pomoci nasledujici tabulky:

Xi 1 2 3 4 X

m | 03| o1] o4 | o02] -

xipox)| 03 [ 02 | 1,2 | 08 | 25

xi2px)| 03 | 04 | 36 | 32 | 75

xcpx)| 03 | 08 | 10,8 | 12,8 | 24,7

xitp(x)] 03 | 16 | 324 | 51,2 | 855

Tedy:
Ve =3, + 248 _24,7-325.7,5+ 2.2,5°

A== - g =-0,21
o o J1,25

_ _ 2 4

e=%_3:y4 4#3#1;?:”2#1 3:”1 =...=—1,36

Priklad 3.4.2. Nahodna veli¢ina X ma hustotu pravdépodobnosti:

. 2x proxe(0,1)
o pro ostatni x

Urcete jeji Ciselné charakteristiky
ReSeni:

1 3t _
E X :y:jx.Zde: 2x :3:0,6
; 3 3

1 4
X 1
= |x*2xdx=|=—| ===0,5
oz <3

Ef 4 o
x *
t* **

- *
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1 Moy T
;13=J‘x3.2xdx= ZX} ===0,4
0

1 % ! 1 _
ﬂ4=jx4.2xdx= —} =>=0,3
0

3] 3
14 1 -
DX =p,—s2==-2—-=-0,05
=579 18
— 3 p—
A==t 3”1’§2+2”1 —...=-0,43
O (o2
_ _ 2_ 4
oo - ML 0L T3 gy
o (2

3.4.2. Kvantilové charakteristiky nahodné veli¢iny
o jsou obvykle odvozeny pomoci distribu¢ni funkce F(X)
o jsou urcovany pro spojitou ndhodnou veli€inu, pro diskrétni ndhodnou veli¢inu nebyva

jejich urceni jednoznacné

Definice 3.4.2.
Necht’ F(x) je distribuéni funkce spojité nahodné velic¢iny X. Pak hodnota X, pro kterou plati

F(xo) = p, kde pe(0,1), se nazyva p-kvantil

Jx)

L d

Ef " o
x *
t* ’*

- *
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Nejuzivanéjsi kvantily:

kvartily: X0,25, X0,50, X0,75
- rozdéli obor moznych hodnot na ¢tyfi ¢asti, v nichz se ndhodné veli¢ina nachazi

s pravdépodobnosti 0,25

dECily: X0,1, X0,2y -++y X0,9

- rozdéli obor moznych hodnot na deset ¢asti se stejnou pravdépodobnosti vyskytu

° percentily: X0,01, X0,02; .-y X0,99

- rozd¢li obor moZnych hodnot na sto ¢asti se stejnou pravdépodobnosti vyskytu

Xo5 = Me . .. median: d¢€li plochu pod kiivkou hustoty pravdépodobnosti na dve stejné Casti

Resené ulohy
Priklad 3.4.3. Urcete prvni decil Xg; a tfeti kvartil Xo 75 pro
1
> proxe(0,2)
0 pro ostatni x
Reseni:
0 proxe —«,0
F X = g prox (0,2)
1 proxe 2,0

F X, =01F X, =0,75

%Xo,l =0,1 %XOJS =0,75

X, =0,2 X075 =19

Modus: Mo - je hodnota, v niZ nabyva frekvenéni funkce maxima:

e u diskrétni nahodné veli¢iny je to hodnota, v niz pravdépodobnostni funkce p(x;) dosahuje

maxima

e U spojité nahodné veliiny je to hodnota, v niz hustota pravdépodobnosti f(x) nabyva

lokalniho maxima

Ef A o
x *
t* **

- *
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Resené ulohy
Priklad 3.4.4. Nahodna veli¢ina X ma hustotu pravdépodobnosti:
ix*™ proxe 0,0
f x = .
0 proxe 0,

Urcete modus.

Reseni: Modus je hodnota, v niz frekvenéni funkce (v nasem piipadé hustota
pravdépodobnosti) nabyva maxima. Maximum funkce vypocteme pomoci prvni
derivace:

f' x =xe"-3x°e™”
Prvni derivace poloZime rovnu nule:
xe* 1-1x =0

Tato rovnice ma dveé feSeni:

X =0 ... toto feSeni neni pfipustné, nula nelezi v definicnim oboru
X =2 ... lehce ovetime, ze se skute¢né jednd o maximum

Mo =2

3.4.3. Shrnuti

e Charakteristiky polohy
E(X), Me, Mo, kvantily. Ur¢uji jakysi "stfed", kolem néhoz kolisaji hodnoty nahodné

veliCiny X.

e Charakteristiky variability
D(X), o, ... . Ukazuji rozptylenost hodnot nahodné veli¢iny kolem stfedni hodnoty

o Charakteristiky Sikmosti a Spic¢atosti

Charakterizuji prib&h rozdéleni ndhodné veli¢iny X

Ef A >
x *
t* **

- *
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N
LN

Ulohy k samostatnému feseni
Nahodna velic¢ina
3.1. Trikrét vystielime na cil. Pravdépodobnost zasahu pti kazdém vystielu je p = 0,7.
Urcete:

a) pravdépodobnostni funkci poc¢tu zasaht pii tfech nezavislych vysledcich,

b) distribu¢ni funkci a jeji graf.

3.2. HaZeme tiikrat kostkou. Necht’ nahodna veli¢ina X znamena pocet padnuti Sestky.
Urcete:
a) pravdépodobnostni funkci a jeji graf,
b) sestrojte graf distribu¢ni funkce.

3.3. Néhodna veli¢ina X je dana distribucni funkci:

0 prox <3
F(x)= g—l pro3<x<6
1 prox>6
Urcete f(X), znazornéte graficky f(x), F(x) a P(1,5 < X <4).

3.4. Hustota pravdépodobnosti nahodné veli€iny X m4 tvar:

0 prox <1
f(x)= x—% prol<x<?2

0 pro x> 2

Urcete distribu¢ni funkci

3.5. Hustota pravdépodobnosti nahodné veli€iny X m4 tvar:

0 prox <0
f(x)=<cx(1-x) pro0<x«<l
0 prox>1

Urcete koeficient ¢, distribuéni funkci F(x) a P(X > 0,2).
3.6. Distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X m4 tvar:
1 1
F(x):§+—arctgx Pro —oo < X < co.
o

Urcete pravdépodobnost, Ze nahodna veli¢ina X nabyva hodnot z intervalu (0,1).

Ef o >
x *
t* **

- *

N
LN
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3.7. Dva hraci hraji spolecenskou hru. Pravdépodobnost vyhry hrace A je 2/3, hrace B 1/3.
Hraci opakuji hru tolikrat, az vyhraje hra¢ A. Urcete zdkon rozlozeni nahodné veli¢iny,

kteréd znaci pocet uskute¢nénych her.

3.8. Urcete zakon rozlozeni ndhodné veli¢iny, ktera znac¢i soucet ok pii hodu
a) jednou kostkou,
b) dvéma kostkami,

¢) tfemi kostkami.

3.9. Stielec stiili 10-krat na cil. Za kazdy zasah ziskava 3 body, nezasahne-lIi, ztraci 1 bod.
Pravdépodobnost zasahu pti jednom vystielu daného stielce je 2/3. Urcete zakon

rozlozeni poctu bodu, které stielec miize ziskat.

3.10. Pokus spociva ve ttech nezavislych hodech minci. Pro ndhodnou veli¢inu znacici pocet

padnuti licti sestrojte funkci rozlozeni.
3.11. Hraci kostkou hazime n-krat. Najit funkce rozloZeni poctu padnuvsich Sestek.

3.12. Dokazte, ze pro n = 1,2, ...je vyraz

1 1

P e

zakonem rozloZeni diskrétni nahodné veli¢iny. Urcete pravdépodobnosti P(X < 3),

P X<10 .

3.13. Vysledkem urcitého pokusu je celé kladné ¢islo n s pravdépodobnosti neptimo

imérnou n’. Urdete zakon rozlozeni ndhodné veli¢iny.

3.14. Je dana funkce rozloZeni:

0 prox <1
F(x)=4x-1 prol<x<?2.
1 prox>2

Urcete k této funkci

a) hustotu rozlozeni f(x),

b) pravdépodobnost P(g <X < g] :

3.15. Urcete,

Ef 4 o
x *
t* **

- *
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3.16.

3.17.

3.18.

3.19.

3.20.

Ef o o
x *
t* **

- *

a) pro jaka A, Bbude F x =A+ funkci rozlozeni ndhodné proménné pro

1+ %°

xe 0,00 ,

b) prislusnou hustotu rozloZeni.

Urcete,

a) pro jaké C bude funkce F x =sinCx funkci rozloZeni nahodné proménné
prox e (0,27),

b) prislusnou hustotu rozloZeni,

C) pravdépodobnost P(% <X < 37”) :

Urcete

a) konstanty A, B tak, aby funkce F x = A+ B.e *byla funkci rozloZeni nahodné
veli¢iny pro xe 0,0 ,
b) pravdépodobnost P 1< X <4 |

¢) hustotu rozlozeni f(X).

Ktera z uvedenych funkci je pravdépodobnostni funkci ndhodné veli¢iny X , ktera
nabyva hodnot 0, 2, 4, 6:

a) f x 1

b) f x =——
X+1
2

c)fx=x_4

Néhodna veli¢ina X je urcena tabulkou:
X 1 -2 0 2 4 6
p 01 ? 02 03 02

Urcete hodnotu pravdépodobnosti pro X = 0, distribu¢ni funkci a pravdépodobnost

jevu, Ze ndhodna veli¢ina nabude kladnych hodnot.

Cauchyho rozdéleni ndhodné velic¢iny X definované pro vSechna realna ¢isla ma
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3.21.

3.22.

3.23.

3.24.

3.25.

distribu¢ni funkci F X =a+b.arctan x . UrCete konstanty a, b, hustotu

pravdépodobnosti a pravdépodobnost, ze X lezi v intervalu <? ;1

Distribu¢ni funkce Rayleighova rozdé€leni spojité nahodné veli¢iny ma tvar:

XZ

F x =C—e 2°°, x>0. Urdete konstantu C a hustotu pravdépodobnosti f(X).

Distribu¢ni funkce arkussinového rozloZeni pravdépodobnosti ma tvar:

0 prox<-1
F(x)=<a+b.arcsinx pro-1<x<1. Uréete konstanty @, b a hustotu pravdépodobnosti
1 prox>1

f(x).
Je funkce F x =sinx distribuéni funkci nahodné veli¢iny X v intervalu

a) <O,7r>,

(o2}

Nahodna veli€ina X je urcena distribucni funkci:

0 pro x <2
F(x)=42x—4 proxe(2;25).
1 prox>25

Vypocitejte hustotu pravdépodobnosti ndhodné veliciny X, pravdépodobnost toho, ze X

je mensinez 7 / 3 a nakreslete grafy pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce.

Hustota pravdépodobnosti ndhodné veli€¢iny ma tvar:

0 prox<0
f(x)=
Cxe™ prox=0

Ur¢ete konstantu C, P 0< X <2 a distribu¢ni funkei.

Ef 4 >
x *
t* **

- *
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Ciselné charakteristiky nahodné veli¢iny

3.26. Nahodna veli¢ina X je dana tabulkou rozd¢leni pravdépodobnosti:

Xi |0 1 2 3

pi 01 02 03 04
Urcete stfedni hodnotu, rozptyl, koeficient asymetrie a SpiCatosti.
3.27. Pravdépodobnost zasahu cile pti kazdém ze Ctyt vystieli je 0,8. Necht ndhodna
veli¢ina X predstavuje pocet zasaht cile.
a) urCete rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veliCiny

b) vypoctéte jeji sttedni hodnotu, disperzi a smérodatnou odchylku

3.28. V mésté byl po dobu 60 dnii evidovan pocet dopravnich nehod v pribe¢hu kazdého dne

a podle poctu nehod v jednom dni vytvofena nasledujici tabulka:

pocet nehod / den 01 2 3456

pocet dnii s uvedenym po¢tem nehod 4 28 10 7 6 4 1

Pro pocet nehod v jednom dni jako nahodnou proménnou sestrojit zdkon rozlozeni,
sttedni hodnotu a disperzi.

(FeSeni v excelu)

3.29. Vysledkem nahodného pokusu je nahodna veli¢ina nabyvajici hodnot 1/ n (n je
piirozené &islo) s pravdépodobnostmi nepiimo imérmymi 3". Ur¢it stfedni hodnotu této
nahodné veli¢iny.

(FeSeni v excelu) (jina realizace feSeni v excelu)

3.30. Nahodna veli¢ina X ma hustotu pravdépodobnosti:

, -
f(x)={3x prox Q1
0 proxgQl

Urcete E(x), D(x)
3.31. Néhodna veli¢ina X ma hustotu pravdépodobnosti:

3 prox e oo
f(x)=1x* -
0 proxg o

Urcete F(x), E(x), D(X), smérodatnou odchylku.

Ef o o
x *
i* **

- *
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3.32.

3.33.

3.34.

3.35.

3.36.

3.37.

3.38.

3.39.

Urcete stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné veli€iny X, jejiz distribu¢ni funkce ma tvar:

0 pro x <0
F(x)= 2—); pro x € (0,2)

1 pro x> 27

HaZeme dvéma hracimi kostkami. Urcete rozdéleni pravdépodobnosti souctu hozenych

bodd a modus.

Hazeme tiikrat minci. Nahodna veli¢ina X znamena hozenti lice. Urcete rozdéleni

pravdépodobnosti a modus.

Nahodna veli¢ina X ma hustotu pravdépodobnosti:

1xze'X prox e @,
f(x)=42 ' ~. Urcete modus.
0 pro x ¢ @,

Nahodna veli¢ina X ma hustotu pravdépodobnosti:

2X  prox )
f(x)= { pro x< ()'1:. Urcete kvartily.

0 proxg QL

Néhodna veli¢ina X ma distribu¢ni funkei:
0 pro x <2

F(x)=<2x-4 proxe <2;2,5> . Urcete prvni tfi decily.
1 prox>25

Funkce f x =C 2x—x* ma byt hustotou rozloZeni pravdépodobnosti pro x e <0, 2> :

Urcete

a) konstantu C,

b) funkci rozlozeni F(x),

C) stfedni hodnotu piislusné ndhodné veli¢iny,
d) disperzi a smérodatnou odchylku,

e) pravdépodobnost P(X<1).

Funkce f x = Axsinxje funkci hustoty rozlozeni pravdépodobnosti pro x € (0, 7).

Urcete

a) konstantu A

ﬂ*** -05-
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b) funkci F(x),
C) sttedni hodnotu E(X)
d) disperzi D(X)

3.40. Funkce rozlozeni nahodné veli¢iny X ma tvar

0 prox <-1
F(x) =< A+B.arcsinx pro-1<x<1. Urlete
1 prox=>1

a) konstanty A, B

b) hustotu rozlozeni f(x)
¢) stiedni hodnotu E(X)
d) disperzi D(X)

3.41. Urcete stfedni hodnotu a rozptyl nahodné veliCiny, ktera ma hustotu rozloZeni ve tvaru

f x :%.e_X (Laplaceovo rozlozeni).

~~~~~~

3.42. Trolejbusy méstské dopravy odjizd€ji ze stanice v pétiminutovych intervalech.
Cestujici ptisel ke stanici v libovolny okamzik. Urcete stfedni hodnotu a disperzi doby

jeho ¢ekani na odjezd ze stanice.

3.43. Mg¢&jme nahodnou veli¢inu X , jejiZ hustota rozloZeni je dana

funkci f X :A.COSkX,X€<—£,£>,k>O
2k 2k

Urcete konstantu A, stfedni hodnotu a disperzi.

Ef o >
x *
t* **
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3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

Vysledky uloh k samostatnému reseni

3 X 3-X
p X = .0,7°.0,3
X
E )
PX=x)16) 6
£(x) = 3 pro3<x<6
~ |0 jinde
P15 <X<4=3
0 prox <1
F(x)= XT_l proxe (1,2
1 pro x> 2
c=6
0 prox <0
F(x)=13x-2x* proxe(0,1
1 prox>1

P(X > 0,2) = 0,896

z
4
p=2/3
a)6.pk=(1,1,1,1,1,1)
b) 36.p«=(1,2,3,4,5,6,5,4,3,2,1)
c) 216.px = (1,3,6,10,15,21,25,27,27,25,21,15,10,6,3,1)
x« -10-6 -2 2 6 10 14 18 22 26 30

3%%pk/ 1 20 180 960 3360 8064 13440 15360 11520 5120 1024

3.10. px=Ci(3).1/2°

3.11. pk=1/6"C(n).5" k=0,..n

3.12. P(X<3)=2/3;P(X<=10)=10/11

ﬂ*** -97 -
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313, . _6 1
72_2'n2
3.14. 0 pro x <1
a) f(x)=41 prox e (1,2
0 pro x> 2
3
b) =
)10
3.15. A=1B=-1f x = 2X :
1+ x?
3.16. a)C:E
4
0 prox <0

b) f(x) = %cos% pro x (0, 27)

0 pro x>2xr

2-2

0) [ 2Y2 = 0,5412
2

3.17. a)A=1B=-1
e’ -1
e4
c)f x =¥, xe 0,0

b)P 1<X <4 =

3.18. pouze b) proc=35/92

319. P X =0 =0,2,P X>7 =0,7

3.20. 1 1 1 1
a=—,b==,f x ==, = P
2 T 7 1+X
3.21. X X
C=1f x =5 £%
O
3.22. 1
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3.23. pouze b)

3.24. 2 2<x<2,5
f=]> PrO2=X=25 P[x <ij3
0 jinde 3) 3

3.25. 1-e* prox=0

C=1,P 0<X<2 =1-3¢? F(x)= 3
0 jinde

3.26. 2:1;-0,6;-0,8

3.27. 4
a) [Xj.0,8x.0, 24

b) 3,2; 0,64
3.30. 0,75;0,0375
3.31. E(x) =1,5;D(x)=0,75

3.32. 7
E(x) =, D(x) =3

3.33. Mo(x) =7

3.34. 3 ,
p x =/ [05.0,57x=0,123Mo x =12

X

3.35. Mo(x) =2
3.36. Xo,25 = 0,5
. N2

0,25 2

. V3

0,75 2

3.37. Xo1 = 2,05; Xo2 = 2,1; Xo3 = 2,15

3.38. C=3/4,F(X)=3/4(-x313),Xx=1,D(X)=1/5,0="(1/5)=0,4472,p=1/
2

3.39. A= 1/n, F(x) = 1/n(sin(x)-x cos(x)) , E(X) == - 4/n , D(X) = 2 - 16/n°

3.40. A=1/2,B=1/n,fx)=1/7V(1-x°) ,E(X)=0,D(X)=1/2,M3=0,M;=3/8

Ef o >
x *
t* **
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3.41. X;:=0,0"=2
3.42. f(x) =1/5,x1in<0, 5>, Xy = 5/ 2(min) = 150(s) , D = 25 / 12(min?)

3.43. A=k/2,E(X)=0,D(X)=(n-8)/4K ~0,4672 /K

Ef " o
x *
t* **
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o=

. ZAKLADNI TYPY ROZDELENi PRAVDEPODOBNOSTI DISKRETNI

NAHODNE VELICINY

Privodce studiem

V této kapitole se seznamite se zakladnimi typy rozlozeni diskrétni nahodné veliCiny.
Vasim tukolem by neméla byt pouze zékladni pasivni znalost a orientace v rozlozenich, ale

meéli byste se také naucit tato rozlozeni od sebe rozliSovat a bezpetné je rozpoznavat.

Predpokladané znalosti

o=

Pojmy z kombinatoriky, pravdépodobnosti.

Gile @

Cilem této kapitoly je sezndmeni se zdkladnimi typy rozlozeni diskrétni ndhodné veli¢iny,

odvozeni jejich zdkladnich ¢iselnych charakteristik.

Vyklad E——”

4.1. Alternativni rozdéleni A(p)

Neékteré nahodné pokusy mohou mit pouze dva rizné vysledky:

- pokus je uspesny

- pokus je neuspésny

Pfislusna nahodna veli¢ina X se pak nazyva alternativni (dvoubodova, nulajednickova).
Tato ndhodna veli¢ina nabyva tedy pouze dvou hodnot: 1 - v pfipad€ ptiznivého vysledku
pokusu (jev A), 0 - v piipadé neptiznivého vysledku pokusu (jev K)

Obor hodnot tedy obsahuje dva prvky M = {0,1}.

Pouzivame oznaceni: P(A) =P(X=1)=p

P(A)=P(X=0)=1-p

Definice 4.1.1.
Nahodna veli¢ina X s pravdépodobnostni funkci P(X=0) =1-p,P(X=1)=p(0<p<1)ma

alternativni rozdéleni pravdépodobnosti A(p) s parametrem p.

Ef A o
x *
** **
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Resené ulohy

Priklad 4.1.1. Hod minci: Q = {lic,rub}

Jedna se o alternativni rozdéleni A 5 .
Tedy: M = {0,1}; X={0v 1}

1
0==
PE =3

pl=1-

N |-
N |-

4.2. Rovhomérné rozdéleni R(n)

Definice 4.2.1.

Nahodna veli¢ina X ma rovnomérné rozdéleni R(n) praveé tehdy, kdyz je pravdépodobnostni

funkce uréena vztahem:

p(x) = 1 , kde n je poc¢et moznych vysledkd.
n

Resené ulohy

Piiklad 4.2.1. Hod kostkou: M = {1, 2, 3, 4, 5, 6} - kazdy vysledek je stejné
pravdépodobny.

Jedna se tedy o rovnomérné rozdéleni R(6), p X = %

4.3. Binomickeé rozdéleni Bi(n, p)

- popisuje ¢etnost ndhodného jevu v n nezavislych pokusech, v nichz ma jev stéle stejnou

pravdépodobnost

Ef A o
x *
t* **
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Definice 4.3.1.
Néhodna veli¢ina X ma binomické rozdéleni Bi(n, p) pravé tehdy, kdyz je

pravdépodobnostni funkce uréena vztahem:

n n—x . .
p X :( ].px. 1-p ", kdex=0,1,..,n;n je pocet pokusu a p je pravdépodobnost
X

uspeésnosti v kazdém pokusu.

Binomické rozdéleni je tedy ptikladem diskrétniho rozdéleni pravdépodobnosti nahodné
proménné X, ktera miZze nabyvat pouze n+ 1 hodnot. Pii matematickém sestrojeni

binomického rozdéleni vychazime z Bernoulliova pokusu, ktery spo¢iva v tom, ze v daném

nahodném pokusu mohou nastat pouze dva stavy: A, As pravdépodobnosti p, 1 - p. To lze
modelovat tzv. binarni nahodnou proménnou Y, pro kterou plati: P(Y =1) =paP(Y=0)=1-

p. Plati:

EY)=1p+0.(1-p)=p
D(Y) =E(Y - p)’ = p.(1- p)* + (L - p)-p*= (L - p).p

Nahodna proménna X vznikne jako soucet N nezavislych bindrnich proménnych Y;

S hodnotami 0 nebo 1, které¢ maji vSechny stejné rozdéleni urené parametrem p:

X=3,

i=1

Z toho plyne:

Vlastnosti binomického rozdéleni:
E(X)=n.p

D(X) =n.p.(1-p)

Poznamka

Alternativni rozdéleni A(p) je viastné specidalnim pripadem binomického rozdéleni pro n =1

(A(p) ~ Bi(1,p)).

Ef o
x *
** **
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=)< .
rQ\ Resené ulohy

Piiklad 4.3.1. Student VSB Pepe ma potize s rannim vstavanim. Proto nékdy zaspi a

nestihne prednasku, ktera zacina jiz v 9 hodin. Pravdépodobnost, ze zaspi, je 0,3.

V semestru je 12 prednasSek - tzn. 12 nezavislych pokust dorazit na prednasku vcas.

Naleznéte pravdépodobnost, Zze Pepe nestihne prednasku v disledku zaspani v poloving

nebo vice ptipadu.

Reseni: Hledana pravdépodobnost ma hodnotu:

PX>6=P6+P7+P8+P9+P10+P11 +P 12 =

12 (12
=§{ }Q?Qﬂ“moiw
s\ X

Ruéni vypocet by v tomto piipadé byl pomérné zdlouhavy. Mame-li ale k dispozici napf.

tabulkovy procesor Excel, mizeme piiklad snadno vypocist pomoci distribu¢ni funkce

binomického rozdéleni - v Excelu ji najdeme pod nazvem BINOMDIST:

P(X>6)=1-P(X<6)=1-F(6)=1-BINOMDIST(5:12;0,3;1) = 0,118

Rozdé&leni pravdépodobnosti pro tento piiklad je zndzornéno graficky na nésledujicim

obrazku:

03 -

0,25

02 4

0,15 1

pravdépodobnost

a1 7

0,05

a 1 2 3 4 5 B 7
pocet zaspani

Ef o o
x *
** **
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4.4. Poissonovo rozdéleni Po())

Toto rozdéleni pravdépodobnosti, pojmenované podle francouzského matematika

S. D. Poissona, maji nahodné proménné, které popisuji Cetnosti jevl s témito vlastnostmi:

- to, ze jev v daném intervalu (¢asovém, prostorovém) nastane (nenastane), nezavisi na tom,
co se stalo jindy nebo jinde

- pro kazdy Casovy okamzik je pravdépodobnost jevu v malém ¢asovém intervalu stejna
(totéz plati v prostoru)

- neexistuje ptipad, Ze by nastaly dva jevy piesné v jednom ¢asovém okamziku nebo misté
v prostoru

Primérny pocet vyskytli zkoumaného jevu v daném useku jednotkové délky oznacujeme A.

Definice 4.4.1.
Nahodna veli¢ina X ma Poissonovo rozdéleni Po(1) pravé tehdy, kdyz ma

pravdépodobnostni funkce tvar:

X

p X = —I.e" v daném jednotkovém tseku, kde x = 0,1,2,... ; A > 0 je parametr.
X1

12"
Piipadné p x = —I.e‘M v useku délky | (v I-nasobku délky jednotkového tiseku)
X!

Pro charakteristiky Poissonova rozdéleni plati:

e EX)=A
e DX)=A
1

e A=——
Ji

-1

° e =—

A

Poznamka

S rostouci hodnotou A se toto rozdéleni blizi k normalnimu rozdeleni (viz. dalsi kapitola).
Jestlize nahodna velicina ma binomické rozdéleni, pak tvar jejiho rozlozeni se blizi

k Poissonovu s parametrem A = n.p, jestlize n je velké a p se blizi k nule. Aproximativné

Ef A o
x *
** **
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miuzeme tedy binomické rozdéleni s velkym n a malou hodnotou p nahradit Poissonovym
rozdélenim.

Soucet nezavislych promennych s Poissonovym rozdélenim je opét rozdélen podle tohoto
rozdeéleni. Jestlize mame N pozorovani Poissonova rozdéleni s parametrem A, pak soucet

pozorovani je mozné povazovat za pozorovani s Poissonovym rozdélenim a parametrem nA.

Resené ulohy
Priklad 4.4.1. Ptedpokladejme, Ze realitni maklét jedna v praiméru s péti zakazniky
za den. Zjistéte jaka je pravdépodobnost, ze pocet zakaznikt za jeden den bude vétsi

nez 4.

ReSeni: Nahodna veli¢ina X - pocet zdkaznikl pfesné spliiuje kritéria pro Poissonovo
rozdéleni. Pravdépodobnostni funkce poctu zakazniki ma tedy tvar:

X

p X =—g°
X!

Ulohu nejlépe vyfesime pomoci opaéného jevu:
P X>4 =1-P X<4 =
=1-p0-pl-p2-p3-p4=
=1-0,44=0,56
V Excelu bychom vys$e uvedenou pravdépodobnost vypocetli pomoci funkce
POISSON:
P(X>4)=1-POISSON(4;5;1) = 0,56
Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti poctu zdkaznik:

0,2 1
0,18 1
0,16 1
0,14 1
0,12 1

0,1 4
0,08 1
0,06 1
0,04 1
0,02 1

pravdépodobnost

o1 2 3 4 5 & 7 8 8 10 11 12
pocet zakaznikli

Ef A o
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4.5. Hypergeometrické rozdéleni H(N,M,n)

Ptedpokladejme, ze ndhodny pokus, jehoz vysledkiim je ptifazena alternativni ndhodna
veli¢ina A(p), opakujeme n-krat, pficemz jednotlivé pokusy jsou vzajemné zavislé (vysledek v
libovolném pokusu zavisi na ptedchéazejicich pokusech) - jedna se tedy o vybéry bez vraceni

(opakované pokusy zavislé). Pro takto vzniklou ndhodnou veli¢inu X plati:

Definice 4.5.1.
Néhodna veli¢ina X ma hypergeometrické rozdéleni H(N, M, n) pravé tehdy, kdyz ma

pravdépodobnostni funkce tvar:
M)(N-M
L _LX L n-x
p - N ’
n

kde N je pocet prvku zakladniho souboru; M je pocet prvki v zakladnim souboru, které maji

pozadovanou vlastnost; n je pocet pokustia x =0, 1, 2, .., n je pocet vybranych vyrobki, které

maji zkoumanou vlastnost.

Poznamka
Pravdépodobnostni funkci hypergeometrického rozloZeni pravdépodobnosti lze snadno

odvodit z klasické definice pravdépodobnosti - viz. kapitola 2.

Vlastnosti:

Resené ulohy
Priklad 4.5.1. Mezi stovkou vyrobkl je 20 zmetkl. Vybereme deset vyrobku a

sledujeme pocet zmetkd mezi vybranymi.

ReSeni: V tomto piipadé méa ndhodna veli¢ina X hypergeometrické rozdéleni:
X ~ H(100,20,10).

Ef A o
x *
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Pravdépodobnostni funkce ma tvar:
20 80
o _LX 110-x
AT
10

Takze naptiklad pravdépodobnost, Ze mezi deseti vybranymi budou 3 zmetky, se

vypocte:
(20] (80}
3)\ 7
3 =—7——1010,209
100
10

Pravdépodobnostni funkci zndzornime opét graficky:

p

0,35 -
0.3
025 1
0.2 1

pravdépodobnost

a 1 2 3 4 a B 7 g a 10

pocet zmetkil

Ef e o
* *
** *t
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N
LN

Ulohy k samostatnému feseni

Diskrétni nahodna veli¢ina

4.1.

4.2,

4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

V zasilce 100 vyrobku je 80 vyrobku 1. jakosti a 20 vyrobku 2. jakosti. Vybirame
ttikrat po jednom vyrobku a vyrobek vzdy vracime zpét. Uréete pravdépodobnost, ze

v§echny vybrané vyrobky budou 1. jakosti.

Dlouhodobym pozorovanim stavu vody v fece byla ur¢ena pravdépodobnost jarni

povodné na 5t . Urcete E(x) a D(X) poctu povodni v nejblizsich 100 letech.

Pti vystupni kontrole se z kazdych 100ks vyrobka vybira 30. Urcete stiedni hodnotu a

rozptyl po¢tu nekvalitnich vyrobkli mezi témito 30 kusy, je-li zmetkovitost vyroby 2 %.

Za jasnych letnich noci miizeme v priméru kazdych 10 minut vidét "padat hvézdu".

Jaka je pravdépodobnost, Ze béhem 15 minut uvidime dvé "padajici hvézdy"?

Trolejbusy odjizd€ji ze zastavky v 10 min. intervalech. Cestujici mize ptijit na

zastavku v libovolném okamziku. Urcete E(x) a D(X) doby ¢ekani na odjezd trolejbusu.

Pekérna dodava rano Cerstvé pecivo kdykoliv mezi 5. a 6. hodinou. Jaka je

pravdépodobnost, ze pecivo bude dodano mezi 5:30 a 5:45?

Ke 400 sroublim M10 bylo omylem pfimichano 100 Sroubi M8.

a) Jaké bude rozd¢leni pravdépodobnosti, ze pii nahodném vybéru 5 Sroubt bude
m=1, 2, ..., 5 Sroubli spravného rozméru?

b) Pro montaz pfistroje potiebuje pracovnik 4 Srouby rozméru M10. Jaka je
pravdépodobnost, ze mezi vybranymi 5 Srouby budou alesponi 4 s pozadovanymi

vlastnostmi?

V dodavce 80 polotovart je 8 (tj. 10 %) vadnych. Ndhodné vybereme (najednou, tj.
"bez opakovani") 5 kusii polotovarti k dal§i kompletaci. Jaka je pravdépodobnost, Ze

mezi vybranymi prvky bude maximalné jeden vadny? (feSeni v excelu)

Ke kontrole v tovarné je ptipraveno 100 vyrobki. Z nich se nahodné vybira 20 kust.
Urcete stfedni hodnotu a rozptyl poctu zmetkil ve vybranych dvaceti vyrobcich, vime-

li, ze zmetkovitost vyroby je 3 %.

Pti vyrob¢ aluminiovych odlitkil byla zkoumana bublinatost na vymezené plose

odlitkti. Zkouméani bylo provedeno na souboru 250 odlitki, u nichz bylo zjiSténo
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4.11.

4.12.

4.13.

4.14.

4.15.

4.16.

4.17.

4.18.

celkem 340 bublin. Vyjadiete rozdéleni pravdépodobnosti poc¢tu bublin na jednom

odlitku.

Televizor ma za 10 000 hodin chodu v priméru 10 poruch. Uréete pravdépodobnost
poruchy za 200 hodin chodu. Ovéite, zda patiiéné binomické rozdé¢leni lze nahradit

rozlozenim Poissonovym.

Ve skladisti zavodu je 5 000 vyrobki stejného typu. Pravdépodobnost toho, ze dany
vyrobek nevydrzi kontrolni zapojeni, je 0,1 %. Najdéte pravdépodobnost, ze z vyrobki

na skladé vice nez dva nevydrzi kontrolni zapojeni.

Ve strojirenském zavodé se vyrabéji urcité soucastky, jejichz rozméry maji nahodilé
odchylky fidici se normalnim zdkonem rozlozeni se smérodatnou odchylkou 4 mm.
Vyrobky s odchylkou mensi nez 5 mm se zatazuji do vyssi jakostni tfidy. Urcete

sttedni hodnotu poctu vyrobkl zatazenych do vyssi jakostni tfidy z danych 4 vyrobku.

Priimérny pocet poruch elektronické aparatury za 10 000 hodin provozu je 10. Urcete

pravdépodobnost poruchy aparatury za 100 hodin prace.

Aparatura obsahuje 2 000 stejné spolehlivych soucastek, u nichz je pravdépodobnost
poruchy p = 0,0005. Jaka je pravdépodobnost poruchy aparatury, ktera piestane

pracovat i pti poruse jediné soucastky?

Pravdépodobnost toho, Ze vyrobek nevydrzi zatéz, je 0,001. Najdéte pravdépodobnost
toho, ze z 5 000 vyrobkt vice nez jeden nevydrzi zatizeni. Srovnejte vysledky ziskané

pomoci rozlozeni binomického a Poissonova.

Najdéte pravdépodobnost toho, ze mezi 200 vyrobky se vyskytnou vice nez tfi zmetky,

kdyz v priméru je zmetkovitost vyroby téchto vyrobkt 1 %.

Korektura 500 stranek obsahuje 500 nalezenych tiskovych chyb. Najdéte

pravdépodobnost toho, Ze na strance jsou nejméné tii chyby.
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Vysledky uloh k samostatnému reseni

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

4.11.

4.12.

4.13.

4.14.

4.15.

4.16.

4.17.

4.18.

0,512
26,6;19,5

0,6; 0,416

0,251

5; 25/3

0,25

f(x) = C4(5).0,8".0,2°*

0,92437, hypergeometrické rozlozeni

P(X) = Cx(3).C20x(100-3), n = 20, p = 0,03, x = n.p = 0,6, 6° = n.p.q.(N-n)/(N-1)=0,470
A = 340/250 =1,4, Poissonovo rozlozeni

pn=10/10000 = 10", n =200, x = n.p = 0,2 ~ n.p.q =0.1998, p(x #0) = 0.181269

x =5000.10° =5 = ), p(x>2) = 0.875348

3,1552 ~ 3

1-¢%=0,095

1-e1~0.63

L 5" 5000
1- e525—| =0,959572, 1— Z[ ) j.o, 001%.0,999°°* — 0 959639
x=0 /=

L2 200
1- 6’222— =0,142876, 1- Z[ ].o, 01%.0,99%°* = 0,141965
oo X! X
2.1
1-e™*> ==0,0803013
x=0 X!
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5. ZAKLADNI TYPY ROZDELENi PRAVDEPODOBNOSTI SPOJITE
NAHODNE VELICINY

Privodce studiem

V teto kapitole se seznamite se zakladnimi typy rozlozeni spojité nahodné veliCiny.
Vasim tkolem by neméla byt pouze zdkladni pasivni znalost a orientace v rozloZenich, ale

m¢éli byste se také naucit tato rozlozeni od sebe rozliSovat a bezpecné je rozpoznavat.

Predpokladané znalosti

C )
o=

Pojmy z kombinatoriky, z po¢tu pravdépodobnosti, derivace, integral.

B - 0

Cilem této kapitoly je sezndmeni se zdkladnimi typy rozloZeni spojit¢ nahodné veliCiny,

odvozeni jejich zdkladnich ¢iselnych charakteristik.

E——” Vyklad E——”

5.1. Rovnomérné rozdéleni R(a, b)

Toto rozd€leni ma spojitd ndhodna veli¢ina X, jejiz realizace vypliuji interval konecné
délky a maji stejnou moznost vyskytu (naptf. doba cCekani na autobus, na vyrobek u

automatické linky, ...).

Definice 5.1.1.
Nahodna veli¢ina X ma rovnomérné rozdéleni R(a,b) pravé tehdy, kdyz ma hustota
pravdépodobnosti rovnici:

1
= prox e (a,b)

0  proxe(ab)

Ef A e
x *
** **

- *
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Graf hustoty pravdépodobnosti:
At

—

lau
|
=

+

Distribu¢ni funkce je ve tvaru:

0 proxe —oo,a
X_
F x ={—— proxe{(a,b
b—a P < >
1 proxe b,
Poznamka

hustoty pravdépodobnosti:

F x = jf t dt
Tudiz:
Xe —oo,a .
j0dt—
(a,b):
:J 1 _t":ﬂ
b-a ® b-a
Xe b, :
b
= _j—dt+ fogt=2=2_4

¥
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Vyjadreni distribucni funkce lze snadno odvodit ze zakladni viastnosti distribucni funkce a
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Graf distribu¢ni funkce:

FI:}[:I“
1 L
3 E:' X -
Vlastnosti:

PY E x :aLb
2
b—a’

[} D X =
12

Tyto vlastnosti mizeme opét velmi jednodusSe odvodit:

b b 2P 2.2
Ex:u:jx.fxdx:j X_dx = L :b a :a+b
: b-a b-a| 2 | 2 b-a 2
b - 3
1 |x
DX =u,—u?=|X3f x dx—p2=——| 2| —4%=
H,— H ! H b—a_3_a y7i
_ p*-a’ a+bj2_ _b-a’
" 3.b-a 2 ) 12

Resené ulohy

Priklad 5.1.1. Tramvajova linka ¢islo 8 odjizdi v dopolednich hodinach ze zastavky

kazdych 10 minut. Vypoctéte pravdépodobnost, Ze na ni budete dopoledne ¢ekat déle nez

7 minut.

ReSeni: Doba ¢ekani je ndhodnd veli€ina X, kterd ma rovnomérné rozdeleni

pravdépodobnosti - v nasem piipad¢ R(0,10). Distribu¢ni funkce ma tedy tvar:

0 proxe —=,0
X

F x =<— rox e (0,10
g Proxe(0.10)
1 proxe 10,0

Ef o e
x *
i* **
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Hledana pravdépodobnost:

7 3

PX>7 =P 7<X<w =F o -F7=1-—=—
10 10

5.2. Exponencialni rozdéleni E(A)

Toto rozdéleni ma spojitd ndhodna veli¢ina X, kterd predstavuje dobu ¢ekani do
nastoupeni (poissonovského) ndhodného jevu, nebo délku intervalu (¢asového nebo
délkoveého) mezi takovymi dvéma jevy (napt. doba ¢ekani na obsluhu, vzdalenost mezi dvéma
posSkozenymi misty na silnici).

Zavisi na parametru A, coz je prevracena hodnota sttedni hodnoty doby ¢ekéni do nastoupeni

sledovaného jevu.

Definice 5.2.1.
Nahodna veli¢ina X ma exponencialni rozdéleni E()) pravé tehdy, kdyz je hustota
pravdépodobnosti dana vztahem:

¢ 0 prox<0
X =
A& prox>0

Graf hustoty pravdépodobnosti:
S 4

Distribuéni funkce:

0 rox<0
F X ={ P

1-e™ prox>0

Ef o
x *
t* **
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Graf distribu¢ni funkce:
Fy
Fix)
1 -+
-
x
Vlastnosti:
([ ] E X :1
A
([ ] D X :%
Poznamka

Tvar distribucni funkce, stejné jako viastnosti exponencialniho rozdéleni, Ize odvodit obdobné

jednoduchym zpiisobem, jako u rovnomérného rozdéleni.

Resené ulohy

Priklad 5.2.1. Doba ¢ekani hosta na pivo je v restauraci U Lva primérné 5 minut. Urcete:
a) hustotu pravdépodobnosti nahodné veliCiny, ktera je ddna dobou ¢ekani na pivo
b) pravdépodobnost, ze budeme ¢ekat na pivo déle nez 12 minut

) dobu ¢ekani, béhem které bude zékaznik obslouzen s pravdépodobnosti 0,9

ReSeni: Jedna se tedy o exponencialni rozloZeni pravdépodobnosti:

a) Hustota pravdépodobnosti:

0 prox <0
f x = -1
1e% prox=0

b) Distribu¢ni funkce:

0 prox<0
F x = -1
1-e> prox=0

Ef A o
x *
t* **

- *
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Hledana pravdépodobnost:
P X>12 =P 12<X<w =F o -F 12 =

RSP, 12
=1—£1—e5 J=e *> [10,0907

¢) Hledanou dobu ¢ekani oznacime t. Plati:

PO<X<t =09

Ft-FO0=09
1
1-e5 -0=0,9
1
e® =0,1
—+t=1In0,1
t=-5.In0,1

t 011,51 minut
t 0 11minut 30 sekund

5.3. Normalni rozdéleni N(u, ¢°)
Oznacovano téz obecné normalni rozdeleni ¢i Gaussovo rozdéleni (v anglicky psané
literatufe nazyvané rozdéleni zvonovitého tvaru - bell curve).

Je velmi dilezité, nebot’:
e nejcastéji se vyskytuje
e mnoho jinych rozdéleni se mu blizi

e ftada jinych rozdéleni se jim da nahradit

Definice 5.3.1.
Nahodn4 veli¢ina X ma normalni rozdéleni N(p, o) pravé tehdy, kdyz ma hustota
pravdépodobnosti tvar:

1( x—u
2

f x 77[7) pro X € —oo,00

=———8
oAN2r7

Ef 4 T
x *
t* **
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Grafem hustoty pravdépodobnosti je tzv. Gaussova (Gaussova-Laplaceova) kiivka:
1 A fix)
Caf 270 |

-

T L pto x
Z obrazku je patrné, ze parametr | (stfedni hodnota) urcuje, kde ma kiivka maximum.
Parametr ¢ (smérodatnéd odchylka) naproti tomu urcuje, jak jsou po obou stranach od hodnoty

p vzdaleny inflexni body, tedy jak je kiivka roztaZena do Sitky.

Distribuéni funkce:

Yftou

Fx:if 1 .e2(7jdt Prox e —oo,o

s oa2n

Graf distribuéni funkce:
Fix) &

1 L

1]
2

Poznamka

Pomoci krivky normalniho rozdeéleni popsal v roce 1773 matematik Abraham de Moivre
limitni chovadni binomického rozdeleni, kdyz se snazil aproximovat vypocty jednotlivych
pravdépodobnosti binomického rozdeleni pro velka n. Rozdéleni, které Moivre pro tento ucel
odvodil nezavisle na Moivreovi normalni rozdéleni francouzsky matematik Pierre Laplace.

Jak Laplace, tak Karl Friedrich Gauss prezentovali toto rozdéleni jako zdkon chyb a

Ef 4 o
x *
t* **
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pouzivali ho pro interpretaci astronomickych a geodetickych mérent, vysledkit hazardnich her

a presnosti delostreleckeé strelby.

Resené ulohy

Priklad 5.3.1. Jaka je pravdépodobnost, ze ndhodnd veli¢ina X, kterd ma rozdé¢leni
N(10, 9), nabude hodnoty
a) mensi nez 16,
b) vétsi nez 10,

¢) v mezich od 7 do 22?

ReSeni:
a)
P X<16 =P —w0<X <16 =F 16 —F —o =F 16

Zjistit, cemu je rovna distribu¢ni funkce pro hodnotu 16 mizeme nékolika zptisoby.
V pfisti kapitole si ukdzeme, ze ndhodnou veli¢inu miiZeme prevést na normované
normalni rozdéleni N(O, 1), jehoZ hodnoty jsou v tabulkach. Mame-li ale k dispozici
napt. program Excel, miZzeme hodnotu vypocist pomoci preddefinované funkce
NORMDIST:

P(X < 16) = F{16) = NORMDIST(16;10;3;1) = 0,97725

Prvni parametr v zadvorce je hodnota, jejiz distribucni funkci poc¢itame, druhy je
sttedni hodnota daného normalniho rozdéleni, tieti parametr je smérodatna odchylka
daného rozd¢leni a posledni parametr je pravdivostni hodnota 1, kterou zaddme vzdy,
kdyz chceme vypocitat hodnotu distribu¢ni funkce.

b) P(X>10) =P(10 < X <) =1 - F(10) =1 - NORMDIST(10;10;3;1) =0,5

c) P(7 <X <22) = NORMDIST(22;10;3;1) - NORMDIST(7;10;3;1) = 0,8413

5.4. Normované normalni rozdéleni N(O, 1)
Jedna se o specialni piipad obecného normalniho rozlozeni, kdy u =0, o = 1.

V tomto piipad€ oznaujeme hustotu pravdépodobnosti:

1,

2 proxe -,

1
X =—.
? N2rx

Ef A o
x *
** **

- *
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Distribuc¢ni funkci u tohoto rozdéleni oznacujeme:

X 1,

D x :L- Ie_zt dt proxe —oo,0

Vor

Graf hustoty pravdépodobnosti:

o(x)} 1
oz
-1 ] 1
Graf distribu¢ni funkce:
' F 3
D(x]
1
]

Uzitecnost normované¢ho normalniho rozdé€leni spociva v tom, Ze vybrané hodnoty

distribu¢ni funkce tohoto rozdéleni najdeme v tabulkach, které byvaji soucasti kazdé ucebnice

statistiky. Vztah mezi normovanym normalnim rozdélenim N(0,1) a obecnym normalnim

rozd&lenim N(u, 6°) vyjadiuje nasledujici véta:

Ef o o
x *
t* **

- *
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Véta 5.4.1.
Mé-li spojita nahodna veli¢ina X obecné normalni rozdéleni N(u, 6%) s hustotou

v . 1 A
pravdépodobnosti: f x = e proxe —oo,00 ,
o~21r

- X -
pak nahodna veli¢ina T = 27 H 114 normované normalni rozdélent N(0,1) s hustotou
o

pravdépodobnosti:

1 ¢
pt =——e? prote —oo,©

2z

Dukaz: Zavedeme-li do vztahu:

X—u

1 2
P X<x, = 12 .Xf[e_Z( “ J dx substituci:
oAN2m

T= M,dt = % , dostavame:
o o

b, Lo _
P Tt ——o [e dt, ke t,= 4.

Vor 3 o

Poznamka

V tabulkdch nalezneme pouze hodnoty distribucni funkce pro nezdporné t. Chceme-li urcit

distribucni funkci pro t < 0, vyuzijeme viastnosti distribucni funkce normovaného normalniho

rozdéleni a mizeme lehce odvodit, Ze @(-t) =1 - AAt)

Resené ulohy
Priklad 5.4.1. Pouzijeme zadani ptikladu 5.3.1., pfiCemzZ tento ptiklad vyfeSime

pievedenim daného normalniho rozdéleni N(10, 9) na normované normalni rozdéleni

N(O, 1) substituci z pfedchozi véty 5.4.1.

Ef A e
x *
** **

- *
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ReSenti:
a)
P X<16 =P —0<X <16 =F 16 —-F —wo =

=F 16 :@(@):@ 2 =0,97725

b) P(X > 10) = P(10 < X < o0) = 1 - F(10) =1 - ®(0) = 0,5
¢) P(7 <X <22) = ®(4) - O(-1) = = O(4) - 1 + d(1) = 0,8413

Vsechny hodnoty jsou dosazené z tabulky distribu¢ni funkce normalniho rozdéleni.

Priklad 5.4.2. Urcete pravdépodobnost, ze ndhodna veli¢ina X s normalnim rozdélenim
N(u, 6°) nabude hodnot z intervalu
a) (u—o,u+o)
b) (u—20,u+20)
¢) (u-3o,u+30)

ReSeni:
a)
P ,Ll—O'<X<‘u+o' =F n+o -F U—0C :q)(ﬂ‘FO'—ﬂ)_q)(,u—o'—)u):
o o

=01-®-1=01-1-®1 =201 -1010,683

Grafické znazornéni:
1 47x)
2T |

68,3%

b)
Pu-2c<X<u+2c =F u+20 -F pu-20 =
=...=2.0 2 -1[10,955

Ef & o
x *
t* **
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c)
P u-3c<X<u+3c =F pu+3c —-F u-30 =
=...=2.® 3 -101J 0,997

Poznamka
Vysledek prikladu 5.4.2cC. je znam pod nazvem pravidlo 3c. Vyjadruje skutecnost, Ze nahodna
velicina s obecnym normdlnim rozdélenim N(u, o°) nabude hodnot z intervalu (u—30;u+30)

S pravdeépodobnosti 97,7 %.

5.4.1. Aproximace binomického rozdéleni
U binomického rozdéleni mize byt pro velka n obtizny vypocet kombinacnich ¢isel.
Jak uz bylo fe€eno, binomické rozdé€leni 1ze aproximovat Poissonovym a to v piipadé, ze

p <0,3nebop>0,7:

v

Bi(n, p) Po(A), kde A =n.p
Jestlize pe(0,3,0,7):

Bi(n, p) N(u, 6?), kde p =n.p, > =n.p(1 - p)

v

Resené ulohy
Priklad 5.4.3 Hézime 100 krat minci. Jaka je pravdépodobnost, ze lev padne aspon 50 krat?

ReSeni:  X...pocet padnuti lva
Néhodna veli¢ina X ma binomické rozdéleni, nebot’ hdzeni minci jsou opakované
pokusy - nezavislé. Problém pfi feSeni tohoto piikladu miize nastat ve chvili, kdy
nemame k dispozici zadny software, ktery by dokazal po¢itat hodnoty binomického
rozdéleni - museli bychom tedy ru¢né scitat 51 hodnot pravdépodobnostni funkce
binomického rozdéleni mezi 50 a 100.
Mame-li k dispozici alespoi statistické tabulky, miZeme fesit pomoci normalniho
rozdéleni: N(u, o°), kde:
p=n.p=>50

Ef A e
x *
** **

- *
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o’ =np.(l-p)=25
Takze:
P(X=50v51v52v..v100)=1-P(X<50)=1-F(50)=1-®d(0)=0,5

5.5. Néktera dalSi rozdéleni

5.5.1. Weibullovo rozdéleni W(3, c)

Toto rozdéleni ma spojita ndhodna veli€ina, kterd predstavuje dobu Zivota (bezporuchovosti)
technickych zatizeni, kterym nevyhovuje exponencialni. To jest tam, kde se projevuje
mechanické opotfebeni nebo tinava materialu.

Parametr & zavisi na materialu, namahani a podminkach uzivani (3 > 0); ¢ > 0.

Funkce hustoty pravdépodobnosti:
0 prox<0

{2 (pro ¢ = 1 dostaneme exponencialni rozdéleni E(3))

.em pro x>0

Grafické znazornéni hustoty pravdépodobnosti pro 6 = 1 a rizné hodnoty c:

ﬂx:l E

Distribuéni funkce:

0 prox<0
F x =

X

1—e(‘5) prox>0

Ef e
x *
t* **
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Grafické znazornéni distribu¢ni funkce pro 6 = 1 a rizné hodnoty c:

Fx) 4
11

105

5.5.2. Pearsonovo rozdéleni .’

A’ ... &teme chi kvadrat s n stupni volnosti

Uziti: Jestlize n nezavislych veli¢in X4,...,Xn ma rozdéleni N(O, 1), pak veli¢ina
X=X12+X22+...+Xn2 ma Pearsonovo rozdéleni.

Hustota pravdépodobnosti:

n, o x
2
Xn ¢ pro x>0
fx =100 j
2
0 prox<0

['(x)...gama funkce definovana pro x > 1 vztahem: I' x = je_t 7t
0

5.5.3. Studentovo rozdéleni t,

Uziti: Jsou-li X1,X, dvé nezavislé nahodné proménné, kde X; se fidi rozloZzenim N(0, 1) a X,

X

Ny

rozlozenim an, pak ndhodna veli¢ina T = \/ﬁ ma Studentovo rozlozeni s n stupni

volnosti.

Ef o
x *
t* **
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ohy k samostatnému reseni

Spojita nahodna veli¢ina

5.1.

5.2.

5.3.

5.4.

5.5.

5.6.

5.7.

5.8.

Néhodna veli¢ina ma hustotu pravdépodobnosti:

£y = 0,1 prox>0
o prox<0

Urcete jeji stiedni hodnotu a rozptyl.

Nahodna veli¢ina X ma rozdéleni N(O, 1). Urcete:
a) P(X < 2,31)

b) P(X <-1,1)

¢) P(-0,41 < X <2,92)

Nahodna veli¢ina X ma rozdéleni N(2, 9). Urcete:
a) P(X<5)

b) P(X < -1)

¢) P(0<X<2,33)

Nahodna veli¢ina ma rozdéleni pravdépodobnosti: a) N(0, 1)

b) N(0,4)

c) N(1,4)

Urcete v piipadé a) P(|X| < 0,7); b), ¢) P(X <-0,5). Sestrojte graf f(x), F(x) a vypoctené

pravdépodobnosti znazornéte.

Jaka je pravdépodobnost, Ze ndhodna veli¢ina X, ktera ma rozdéleni N(10; 9), nabude
hodnoty

a) mensi nez 16,

b) vétsi nez 10,

¢) v mezich od 7 do 227

Jaka je pravdépodobnost, ze pti 100 hodech minci padne lev aspoii ¢tyficetkrat a

maximalné padesatkrat?
Jaka je pravdépodobnost, ze pii 60 hodech kostkou nepadne 6 ani jednou?

Basketbalista d4 ko$ s pravdépodobnosti 0,6. Jaké je pravdépodobnost, ze pti 60

hodech bude Gsp&sny aspon tficetkrat a nejvyse Ctyticetkrat?

-126 -
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5.9. Mc¢feni je zatizeno chybou -0,3 cm. Ndhodné chyby méfeni maji normalni rozdéleni
pravdépodobnosti se smérodatnou odchylkou o= 0,5 cm. Jaka je pravdépodobnost, ze

chyba méteni neptekroci v absolutni hodnoté trojnasobek smérodatné odchylky?

5.10. Vaha v uhelnych skladech vazi s chybou 30 kg, pticemz snizuje vahu. Nahodné chyby
maji normalni rozdéleni pravdépodobnosti se o= 100 kg. Jaka je pravdépodobnost, ze

chyba zjisténé vahy nepiekroci v absolutni hodnoté 90 kg?

5.11. Kolik procent hodnot ndhodné veli¢iny X s rozdélenim N(O, 1) lezi mimo interval

(-2, 2)?

5.12. Jakou je nutno stanovit toleranci, aby pravdépodobnost, Ze prumér piskového zrna
piekroci toleran¢ni hranici, byla maximalné 0,45326, jestlize odchylky od stfedu

tolerance (v 10 mm) maji normalni rozdgleni N(0, 144).

Ef & e
x *
t* **
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Vysledky uloh k samostatnému reseni
5.1. 10;100
5.2. 0,98956; 0,13567; 0,65735
5.3. 0,84134;0,15866; 0,29130
5.4. 0,51608; 0,40129; 0,22663
5.5. a)0,97725, ) 0,5, c) 0,84131
5.6. 0,47725

5.7. 1,77.10-5 - pomoci binomického rozdéleni;

4,34.10-5 pomoci Poissonova rozd¢leni
58. 0,84
5.9. 0,99164
5.10. 0,61068
5.11. 4,55

5.12. 7,2.10%

Ef o o
x *
t* **
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o=

. NAHODNY VEKTOR

Pravodce studiem

V poctu pravdépodobnosti i v matematické statistice se setkdvame nejen s nahodnymi
veli¢inami, jejichz hodnotami jsou redlna Cisla, ale 1 s takovymi, jejichz hodnotami jsou
uspofadané n-tice realnych ¢isel - napf. méfime-li u vyrobki nékolik kvantitativnich
charakteristik. V téchto ptipadech musime zavést pojem ndhodného vektoru.

Predpokladané znalosti

Pojmy z kombinatoriky, pravdépodobnosti, znalosti z kapitoly nahodna veli¢ina, znalost
parcialnich derivaci, dvojného integralu.

Cile

Cilem této kapitoly je objasnit pojmy ndhodny vektor, pravdépodobnostni funkce, hustota
pravdépodobnosti, distribu¢ni funkce, margindlni funkce ndhodného vektoru, charakteristiky

nahodného vektoru - kovariance, koeficient korelace.

Vyklad

6.1. Nahodny vektor - popis

o=

Definice 6.1.1.
Uspofadana n-tice nahodnych veli¢in X1,X5,...,X;, se nazyva n-rozmérny nahodny vektor (n-

rozmérna nahodna veli¢ina) a znaci se: X = (X1,X2,...,Xp).

X1,X2,...,Xn - slozky ndhodného vektoru

Poznamky

Pro zjednoduseni budeme hovorit o dvourozmérném ndahodném vektoru X=(X1, Xz) nebo

(X, Y).
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Budeme se zabyvat pouze ndhodnymi vektory, jejichz vsechny slozky jsou bud’ diskrétni

nahodné veliciny nebo spojité nahodné veliciny.

Rozdeleni pravdépodobnosti nahodného vektoru popisujeme stejné jako u nahodné veliciny
pomocl frekvencni funkce (u diskrétni nahodné veliciny - pravdépodobnostni funkce, u spojité

nahodné veliciny - hustota pravdépodobnosti) nebo distribucni funkce:

6.1.1. Distribu¢ni funkce nahodného vektoru (X, Y)

Definice 6.1.2.
Sdruzena (simultanni) distribu¢ni funkce nahodného vektoru (X, Y) je realna funkce F(X, y)
definovana vztahem:

F(x, y) =P(X<xY <Yy)

Vlastnosti distribuéni funkce:
1. 0<F(xy)<1

2. F(-o0y) = F(x,0) = F(-00,-00) = 05 F(o0,00) = |

3. F(xy) je neklesajici funkce

4. F(xy) je funkce spojita zleva

5. P(@<X<bhic<Y<d)=F(b,d) - F(ad) - F(b,c) + F(a,c)

Grafické vyjadieni:
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6.1.2. Frekvenc¢ni funkce nahodného vektoru (X, Y)

Diskrétni nahodny vektor

Definice 6.1.3.
Sdruzena (simultanni) pravdépodobnostni funkce nahodného vektoru (X, Y) je funkce

dana vztahem:

p(x, y) =P(X=XxY=Y)

Vlastnosti pravdépodobnostni funkce:

1. 0<p(xiy)=<1

2. ZZp X,y; =1
i=1 j=1
3. F X,y :Zzp X, Y
X <X Yj<y
Poznamka

Vsechny tri viastnosti jsou obdobné viastnostem pravdepodobnostni funkce jednorozmérné

nahodné veliciny.
Uziti:

obecné¢ tabulka
X\Y Y1 y2 Y3 P(X=xi)
Xo | pxays) | p(xuy2) | P(Xuys) P(X=X1) = p(xsy)
X2 | pyl) | p(X2y2) | P(X2ys) P(X=X2)=p(x2y)

P(Y=y) P(Y=y1) = P(Y=y2) = P(Y=ys) =
P(X,y1) P(X,y2) p(X,y3)
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konkrétni pfiklad tabulky
XYY 0 1 | 2 PX=x)
0 0420,120,06 0,6
1 0,280,08004 04
P(Y=y)) 0,7 0,2 01 1

Spojity nahodny vektor

Definice 6.1.4.

Sdruzena (simultanni) hustota pravdépodobnosti nahodného vektoru (X, Y) je funkce dana
vztahem:

O°F X,y

Py =755

Vlastnosti hustoty pravdépodobnosti:

X Yy

1. F xy :jjf X,y dxdy

—00 —00

bd
2. Pa<X<bc<Y<d =”f X,y dxdy

ac

3. f xy >0

o0 0

4. jjf X,y dxdy=1

—00 —0

Resené ulohy
Priklad 6.1.1. Najdéte konstantu c tak, aby funkce:

2

C
f X,y =9 1+y

0 jinde

pro2<x<3,0<y<1

2

byla hustotou pravdépodobnosti néjakého nahodného vektoru (X,Y)

Ef o o
x *
** **

- *




Pravdépodobnost a statistika

Nahodny vektor

ReSeni:

o o XZ
chl+y2 dxdy =1
W;d X gy 1
C.é'. Xéf1+y2 y =

c.}dx[xz.arctg y]z =1

Kromé rozdéleni vektoru (X, Y) nas budou i nadédle zajimat rozdéleni jednotlivych

nahodnych veli¢in X a Y, kterym budeme fikat marginalni rozdéleni, a rozdéleni téchto

veli€in za jistych podminek - podminéna rozdéleni:

6.1.3. Marginalni rozdéleni pravdépodobnosti

Definice 6.1.5.

Marginalni (okrajové) pravdépodobnostni funkce nahodné velic¢iny X nebo Y jsou dany

vztahy:
p1(X) =P(X=x)=>"p X,y

y

p2(Y) =P(Y=y)= > p Xy

Marginalni (okrajové) hustoty pravdépodobnosti nahodné veli¢iny X nebo Y jsou dany

vztahy:

f, X :Vj'f X,y dy

f, y =°]'f X,y dx

* X
* *
* *
t* **
*
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Marginalni (okrajové) distribu¢ni funkce nahodné veli¢iny X nebo Y jsou dany vztahy:

F1(X) = P(X < X) = F(x, )
Fa(y) = P(Y <y) = F(e0, )

6.1.4. Podminéné rozdéleni pravdépodobnosti

Definice 6.1.6.
Podminéna pravdépodobnostni funkce p(x/y) nahodné veli¢iny X za podminky, Ze nahodna

veli¢ina Y nabyla hodnoty vy, je:

X,
px/y:p yy;pzysto

2

Podminéna hustota pravdépodobnosti:

f x
fx/y:fXy

; f,y %0

2

Podminéna distribu¢ni funkce:

... pro diskrétni ndhodny vektor p, y #0

F xly = ! If t,y dt ... pro spojity nahodny vektor p, y #0

P,

Resené ulohy
Priklad 6.1.2. Studenti z jedné studijni skupiny byli na zkouSce z matematiky a fyziky
S témito vysledky (prvni hodnota v uspofadané dvojici oznacuje vysledek studenta
Z matematiky, druhd z fyziky):
(1.1), (1,2), (1,3), (2.2), (2.3), (2.3), (3.2), (3,2), (3,3), (3.3), (3.3), (3,3), (3.3), (3.4). (3.4),
(4,3), (4,3), (4,9), (4,4), (4,4).
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1. Vytvoite pravdépodobnostni tabulku ndhodného vektoru, jehoz slozka X bude znamenat

vysledky u zkousky z matematiky a slozka Y bude znamenat vysledky u zkousky z fyziky
2. Urcete jeho marginalni pravdépodobnostni funkce pi(x), p2(y)
3. Urcete jeho distribu¢ni funkci F(X,y)
4. Zjistéte jeho podminéné pravdépodobnosti p(x/y)

ReSeni:
ad 1.

X\ 1 2 3 | 4
1 0,05 0,05005 0
2 0 00501 O
3 0 01 025 01
4 0 0 01 015

ad 2.
Hodnoty v prvnim fadku a prvnim sloupci jsou hodnoty, kterych mohou nabyvat

nahodné veli¢iny X, Y. Ostatni ¢isla v tabulce znamenaji pravdépodobnosti vSech

moznych dvojic, napt. p 1,1 =-=0,05 (hodnota v druhém fadku a druhém sloupci

tabulky) vznikla jako jedind moznost (1, 1) ze vSech dvaceti moznosti.
X\y 1 2 3 4 pa(xi)
1 005005 005 0 015
2 0 00501 0 015
3 0 01 025 01 045
4 0 0 01 015 0,25

pa(y) 0,05 0,2 05 025 1

Hodnoty marginalni pravdépodobnostni funkce p1(xi) jsou vzdy soucty vsech
pravdépodobnosti v daném tadku, napt.:

p1(3)=0+0,1+0,25+ 0,1 =0,45. Obdobn¢ nalezneme ve sloupcich hodnoty pa(y;).
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Zvyraznéné ¢islo musi byt vzdy rovno jedné, je to soucet vSech hodnot p;i(x;) nebo

P2(Yj), tedy vlastné soucet viech pravdépodobnosti ndhodného vektoru.

ad 3.
F(x.y)
X\Y' 1 2 3 4 5

1 0 O 0 O 0

2 0005 01 015 0,15
3 0005015 03 03
4 00,05 0,25 0,65 0,75

5 0005025075 1

postup pii vypoctu, napf-.:
F(3,3) = P(X<3,Y<3) = p(1,1) + p(1,2) + p(2,1) + p(2,2) =0,15
Vsimnéte si, Ze hodnoty v poslednim sloupci odpovidaji hodnotdm marginélni
distribu¢ni funkce F;1(x) a hodnoty v poslednim fadku hodnotam F;(y)
ad 4.
p(dy)
X\&y'1 2 3 4

1 102501 0
2 002502 O
3 0050504

4 0 0 0206

Napt.:

033 P33 _ 025 ,¢
0,3 05
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6.1.5. Nezavislost sloZek nahodného vektoru (X, Y)

Definice 6.1.7.
Néhodna veli¢ina X nezédvisi na Y prave tehdy, kdyZ jsou podminéna rozdeleni veliciny X
stejné jako marginalni, pro Xx:

P(X/Y=Yo) = pa(x)

f(x/Y=yo) =f1(X)
F(x/Y=yp) = F1(X)

Poznamka
Je-li nahodna velicina X nezavisla na nahodné velicine Y, pak slozka Y je nezavisla na slozce

X a Fikame, Ze slozky X a Y jsou nezavisle.

Véta 6.1.1.
Je dan ndhodny vektor (X,Y). Nahodné veliCiny X, Y jsou nezavislé prave tehdy, kdyz
plati:
F(x,y) = F1(x).Fa(y)
p(X,y) = p1(X).p2(y) ...pro diskrétni nahodny vektor
f(x,y) = f1(x).f2(y) ...pro spojity nahodny vektor
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6.2. Ciselné charakteristiky nahodného vektoru
Charakteristiky nahodného vektoru (X)Y) slouzi k popisu zakona rozdéleni
pravdépodobnosti ndhodného vektoru. Jsou opét konstruovany na zakladé pocate¢niho

momentu p nebo centralniho momentu vy.

Definice 6.2.1. pocate¢niho momentu iy
Pocate¢ni momenty (k+1)-tého fadu nahodného vektoru (X,Y) jsou stiedni hodnoty soucinu k-

tych mocnin slozky X a I-tych mocnin slozky Y:

D Xyp Xy pro diskrétni nahodnou veliginu
Xy
e =E XY' =3, .

.H.x".y'.f x,y dxdy pro spojitou ndhodnou veli¢inu

—00 —00

Definice 6.2.2. centralniho momentu vy
Centralni momenty (k+I)-tého fadu ndhodného vektoru (X,Y) jsou stiedni hodnoty soucinu k-

tych mocnin odchylek slozky X od py a I-tych mocnin odchylek slozky Y od py:

DD x—p, “ y -, "D Xy pro diskrétni nahodnou veliginu
Xy

Ukl = 0 o
J"[ X— U, “ Y= 4y 't X,y dxdy pro spojitou ndhodnou veli¢inu

—00 =00
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6.2.1. Marginalni charakteristiky

Tyto charakteristiky popisuji vlastnosti margindlnich rozdéleni jednotlivych slozek
nahodného vektoru. Popisuji tedy oddélené jednotlivé slozky nahodného vektoru. Podobné
jako u ndhodné veli¢iny popisuji polohu, variabilitu, Sikmost a $picatost rozdéleni. Nejcastéji

uzivané jsou stfedni hodnoty a disperze slozek:

o Stfedni hodnoty nahodnych veli¢in X a Y
sttedni hodnota nahodné veli¢iny X:
Z X.py X% pro diskrétni nahodnou velic¢inu
i

o =E XY° =E X =pu =]
I x.f, x dx  pro spojitou ndhodnou veli¢inu

sttedni hodnota nahodné veli¢iny Y:
Z Y-P, Y, pro diskrétni ndhodnou veli¢inu
i

oy, =E X°Y' =E Y =H, =1
I x.f, y dy pro spojitou nahodnou veli¢inu

e Disperze (rozptyl) nahodnych veli¢in X a'Y
disperze nahodné veliiny X:
> %-E X ‘., % pro diskrétni nahodnou veli¢inu

‘/20 = D X = O'f = 0 5
j x—E X .f x dx pro spojitou nahodnou veli¢inu

disperze ndhodné veli¢iny Y:
S y,—EY “.p,y, prodiskrétni nahodnou velicinu
i

_ _ 2
ve=DY =0, =

j y-EY 2.1‘2 y dy pro spojitou nahodnou veli¢inu
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6.2.2. Podminéné charakteristiky

Podminéné charakteristiky popisuji vlastnosti podminénych rozdéleni, tzn., Ze jde o

charakteristiky proménné X za podminky, ze proménnd Y nabyla urcité hodnoty (nebo

naopak).

Pozna

Podminéna stiedni hodnota E(X/y):
Z X.p X1y pro diskrétni rozdeéleni

E X/y =E XIY=y =1
jx.f x/y dx  pro spojité rozdéleni

Protoze podminéna stfedni hodnota proménné X zavisi na hodnoté veli¢iny Y, a je tedy

jeji funkci, nazyva se regresni funkce veli¢iny X vzhledem Kk Y.

Podminéna disperze D(X/y)

> x%-E Xy “pxly pro diskrétni rozdéleni

IX—E Xy °f x/y dx pro spojité rozdeleni

Podminéna disperze je rovnéz zavisla na veliciné Y. Nazyva se skedasticka funkce a
popisuje, jak se méni rozptyl veli¢iny X v zavislosti na hodnotach proménné Y.

Rozdéleni, u kterych je tato funkce konstantni, se nazyvaji homoskedasticka.

mka

Vzorce pro E(Y/X), D(Y/x) obdrzime samoziejmé zaménou promeénnych X, Y a jejich hodnot

X, Y.

- 140 -




Pravdé&podobnost a statistika Nahodny vektor

6.2.3.

Charakteristiky popisujici vztah mezi proménnymi X, Y

Kovariance cov(X, Y)
Kovariance je stfedni hodnota soucinu odchylek veli¢in X a Y od jejich stiednich

hodnot

cov XY =v, =E| X—p, . Y-u, |=E XY -EX EY =
> %y;-p %y, —-E X EY pro diskrétni nahodny vektor
i

j Ix.y.f X,y dxdy—E X E Y pro spojity ndhodny vektor

—00 —00

Plati:

cov(X, X) = D(X)
cov(Y, Y) = D(Y)
cov(X, Y) = cov(Y, X)

cov(X, Y) =0 jsou-li X a Y nezavislé

Koeficient korelace p(X,Y)
Koeficient korelace ur¢uje miru linearni zavislosti nahodnych veli¢in X a 'Y

cov X,Y

p XY =

JD X DY
Vlastnosti:
lp XY <1

Jestlize |o(X, Y)| = 1, pak mezi veli¢inami X a Y existuje funk¢ni linearni zavislost, tzn.:

Y = aX + b (a, b jsou konstanty)
Jestlize p(X, Y) = 0, pak veli¢iny X a Y jsou nekorelované (nemusi byt nezavislé)

Jestlize p(X, Y) > 0, pak hovoiime o kladné (pfimé) korelaci (obé veli¢iny soucasné

rostou).
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Jestlize p(X, Y) <0, pak hovoiime o zaporné (neptimé) korelaci (jedna veli¢ina roste a

druhd soucasné klesa)

o Hodnoty p(X, Y) blizké +1 nebo -1 znamenaji silnou linearni zavislost mezi veli¢inami

XayY

Hodnoty o(X, Y) blizké 0 znamenaji velmi slabou linearni zavislost mezi veli¢inami

Xay.

Resené ulohy

Priklad 6.2.1. Urcete Ciselné charakteristiky ndhodného vektoru (X, Y), ktery je zadan

tabulkou:

Y\ X | 2 3

1 /0,15 0,20 0,10

3 /0,20 0,05 0,30

ReSeni:

podle vzorci - viz. tabulka:

K teSeni ptikladu miizeme pouzit napt. Excel a vypocitat charakteristiky presné

Z tabulky vidime, Ze:
E X =u=)%p X =385

EY =p=2p ¥ =
i

2,1
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c palyy) 0.45 055 1 3,85 3,2275
5 yipalleg) 045 165 2,1
7 | (vi-pelopaly;) | 05845 | 04455 | 0,99
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DX =a2=> X—u P X% =32275

2
DY =O'§=Z Yi—#, P, y; =099
i

cov X,Y =>>xy,;p %,y; —E X .EY =855-3,852,1=0,465
i

Xy~ SVXY 0465

= = =0,26 ... jedna se tedy o slabou linearni
JD X DY 32275099

zéavislost

Lze postupovat i jinym zplsobem:

Staci si uvédomit, Ze pravdépodobnosti v tabulce presné odpovidaji souboru, ve
kterém je dvacet uspotadanych dvojic, pticemz napt. dvojice (2, 1) se vyskytuje
tiikrat (- = 0,15), dvojice (2, 3) se vyskytuje ¢tyfikrat (4 =0,2) ... . Pak staci
piepsat tyto dvojice opét napt. do Excelu a vyuzit preddefinovanych funkci
PRUMER, VAR, COVAR, CORREL:

H [ 1 [J] K | L |
1 2 1 CHARAKTERISTIKY:
2 2 1
3 2 1 stiedni hodnoty:
4 2 3 3,85 (=PROMERH1:H20))
5 2 3 2.1 (=EPROMERI1:120))
= 2 3
7 2 3 rozptyly:
a 3 1 3,2275 (=WARHT:H20))
g 3 1 0,99 (EWAR(IT:1207)
10 3 1
11 3 1 kovariance:
12 3 3 0,465  (=COVARHI:HZ0:1:1200)
13 b 1
14 G 1 koeficient korelace:
15 5 3 0,260137 (=CORREL(H1:H20;11:120)
16 b 3
17 b 3
18 b 3
19 b 3
20 b 3

Tuto ulohu si mtizete také oteviit vyfeSenou v Excelu.
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Priklad 6.2.2. Vypoctéte sttedni hodnotu nahodné veli¢iny X ndhodného vektoru, ktery je

urcen hustotou pravdépodobnosti:

IS

0,5.sin x+y pro0<x<Z,0<y<
fxy = .
0 jinde
ReSeni:
E X _Ixf x dx, kde f; x _If X,y dy

7[

2'[ x.sin x+y dy== jdx[ X.COS X+Y T—
0

r\>||—\

|\>||—\

3
“2 1%
2
I [ ( j+cos x} dx = per partes =
0

u=x v’:—cos(x+%j+cosx

/ . 4 .
u =1 V=-=SIn X+E +SsIn X

=%{x.{—sin(x+%j+sinxﬂf %:J‘{sm( J smx}d
=%+%[—cos(x+2)+cosx}0 =2z (1)—

Podobnym zplisobem by se daly vypocitat i zbylé Ciselné charakteristiky: disperze,

kovariance a koeficient korelace.
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N
LN

Ulohy k samostatnému feseni

6.1. Nahodny vektor (X,Y) ma pravdépodobnostni funkci zadanou tabulkou:

Xy 1. 2 3
-1 10,15 /0,05 0,10
0 0,10 0,10 0,15

1 0,05 0,10 0,20

Urcete:
a)P(X=0,Y=3)

b) P(X<0,5)Y<2)5)
c) P(X>0,Y>2)5)

d) marginalni rozdéleni

e) distribu¢ni funkci

6.2. Nahodny vektor je dan pravdépodobnostni funkeci:

XY 0 1 2
2 01502 0,3
3 00502 ?

Dopliite chybéjici hodnotu a urcete marginalni pravdépodobnostni funkci a sdruzenou

distribuéni funkci.

6.3. V sérii vyrobkli métime jejich délku s presnosti 0,5 mm a Sitku s pfesnosti 0,2 mm.
Oznac¢me jako ndhodnou veli¢inu X chybu, které se dopustime pii mé&feni délky a Y pfi
méteni Sitky. Za predpokladu rovnomérného rozdéleni urcete pravdépodobnost, Ze délka

bude méfena s max. chybou 0,2 mm a soucasné §itka s max. chybou 0,1 mm.

6.4. Urcete stfedni hodnoty, disperze, kovarianci a koeficient korelace nahodného vektoru,

ktery je popséan pravdépodobnostni funkei:
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a)

X\ 0 1 2 3
0 0,008 0,036 0,054 0,027
1 0,060 0,180 0,135 O
2 0,150 0,225 O 0
3 0125 0 0 0

b}
X\, 1.2 3 4

3 0,01 0,02 0,03 0,25
5 0,04 0,16 0,18 0,05

7 0,12 0,07 0,06 0,01

c)

X\YY -2 2 6
2 06 0 O
4 002 0
6 0 002

6.5. Pro ndhodny vektor dany nasledujici tabulkou vypoctéte koeficient korelace

X\ 1 0
1 /0,005 0,01

0 0,02 0,965

Ef " e
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Nahodny vektor

Vysledky uloh k samostatnému reseni

6.1. a)0,15
b) 0,4
c) 0,2

6.2. ?7=0,1
6.3. 0,2

6.4. a)1,5;0,9;0,75; 0,63; -0,45; -0,654
b) 4,9; 2,72; 2,27; 1,1616; -1,048; -0,64539
c) 3,2;0,4; 2,56; 10,24; 5,12; 1

6.5. 0,2445

Ef " e
x *
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Pravdé&podobnost a statistika Statisticky soubor s jednim argumentem

o=

STATISTICKY SOUBOR S JEDNIM ARGUMENTEM

Pravodce studiem

Ptedchozi kapitoly byly vénovany pravdépodobnosti a tomu, co s timto pojmem souvisi.
Nyni znalosti z poctu pravdépodobnosti aplikujeme Ve statistice.

Predpokladané znalosti

Pojymy z pfedchozich kapitol.

Cile

Cilem této kapitoly je zavést a objasnit pojem statistika, seznamit se zékladni statistickou

terminologii a definovat charakteristiky statistického souboru s jednim argumentem.

Vyklad

7.1. Uvod do statistiky

Nékolik citat na tvod:
Neveiim jiné statistice, nez té, kterou jsem osobné¢ zfalSoval.

Winston Churchill

Statistika je obzvlasté rafinovana forma Izi.

77?7

S pomoci statistiky je jednoduché lhat. Bez ni je ale tézké fici pravdu.

Andrejs Dunkels

Uz z téchto vét je patrné, ze statistika méla a mé pon€kud posSramocenou povést védy,
kterd ma Casto vytvaret pouze jakousi iluzi pravdy a jejiz pfimym tkolem je nékdy skutecnost
umyslné mast (na obranu statistiky i W. Churchilla nutno poznamenat, Ze v pfipadé prvniho
citatu se pravdépodobné jednd o podvrh, famu o tomto udajném Churchillové vyroku rozsitil

némecky ministr propagandy Joseph Goebbels).

Ef o o
x *
** **

- *

o=




Pravdé&podobnost a statistika Statisticky soubor s jednim argumentem

Jak jednoduché je ze spravnych statistickych udaji vyvodit nesmyslné zavéry, mizeme
dokumentovat na nasledujicim ptikladé: Je statisticky dokézano, ze kazdé ctvrté dité, které se
narodi, je Cifian. Znamena to viak néco pii planovani podtu déti pro primérnou eskou

)

rodinu? VétSina ¢tenafi asi tusi, ze nikoliv. Jsme vSak schopni takovy rozpor vzdy odhalit?

Abychom se tedy vyvarovali nespravnych tsudkt vyplyvajicich z neznalosti, je vhodné

se seznamit se zaklady matematické statistiky a s jejimi moznostmi.

Nejcastéjsi aplikace poctu pravdépodobnosti sméfuji do oblasti statistiky. Jeji
nejroz§irenéjsi Cast, tzv. matematicka statistika, se zabyva metodami ziskavani, zpracovani
a vyhodnocovani hromadnych dat (tzn. Gdaji o vlastnostech velkého poctu jedinci - 0Sob,
veéci Ci jevil).

Podle pouzitych metod prace délime matematickou statistiku na

o deskriptivni, popisnou statistiku - zabyva se efektivnim ziskdvanim ukazatelt, které

poskytuji obraz zkoumaného jevu;

e statistickou indukci (matematickou statistiku v uz§im smyslu) - fesi problémy

zobectnovani vysledkt ziskanych popisem statistického souboru.

7.2. Statisticky soubor s jednim argumentem - zakladni pojmy

Mnozinu vSech predmétti pozorovani ( osob, véci, jevl apod.) shromazdénych na
zéklad¢ toho, Ze maji spolecné vlastnosti, nazyvame statistickym souborem.
Jednotlivé prvky této mnoziny se nazyvaji prvky (elementy) statistického souboru
nebo téZ statistické jednotky. Pocet vSech prvki statistického souboru se nazyva

rozsah souboru N.

Soubor, ktery je pfedmétem zkoumani, se nazyva zakladni soubor. Casto nelze
nebo neni ucelné provést zkoumani vsech statistickych jednotek tohoto zékladniho
souboru. Zakladni soubor pak zkoumdme pomoci statistickych jednotek, které z n¢;

byly ur€itym zplisobem vybrany a které tvoti takzvany vyberovy soubor.
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Poznamka

Napriklad: Pri zjistovani vysky studentit ve studijni skupiné je statistickym souborem mnozina
Studentii dané skupiny. Jejich spolecnou vlastnosti je, zZe jsou studenty napriklad studijni
skupiny JB007 Vysoké Skoly banské, a ze budeme zkoumat jejich vysku. Statistickou jednotkou
je student dané skupiny. Rozsahem souboru je pocet studentii dané skupiny, napriklad 21.

Statistickym souborem miize byt také mnoZina vSech studentii této skoly.

Vlastnosti statistickych soubort, které jsou predmétem statistického zkoumani,
sleduje statistika prosttednictvim vlastnosti statistickych jednotek dané¢ho souboru,
které postihuje statistickymi znaky. Statisticky znak je vyjadienim urcCité vlastnosti
statistickych jednotek (prvkli mnozin) sledovaného statistického souboru; slouzi k
charakterizovani sledovaného hromadného jevu-vlastnosti daného statistického
souboru. Znak (argument) souboru se zpravidla znaci X. Jednotlivé tidaje znaku se

nazyvaji hodnoty znaku, znaci se X1, X2, Xy, kde N je rozsah souboru.

Poznamka
Napriklad: Naprikliad pri urcovani vysky studentu dané studijni skupiny je statistickym
znakem vyska studentii, hodnotou znaku je ciselné vyjadrend prislusnd vyska studenta,

napr.182 cm.

Hodnoty znaku mohou byt vyjadieny bud’ ¢isly nebo jinym zplisobem (zpravidla
slovnim popisem). V prvnim ptipadé¢ mluvime o znacich kvantitativnich, napt. télesna
vyska, télesna hmotnost, poCet obyvatel mést, atp.. V druhém ptipadé¢ mluvime o
znacich kvalitativnich, které se mohou vyskytovat ve dvou druzich (znaky
alternativni, napt. muz-zena, vojak-nevojak, prospél-neprospél) nebo ve vice druzich

(napft. povolani, ndrodnost, nabozenstvi, atp.).

Dalsi pojmy

Kdyz x,=min X, a X, =max X , pak interval (x,,X,, )je varia&ni obor argumentu X.
I I

Hodnota R = Xy - Xm je variaéni rozpéti argumentu X.

Jestlize se hodnota x; vyskytne v souboru fi-krat, je fi absolutni ¢etnost hodnoty X;.

Hodnoty x; sefazené podle velikosti a jejich absolutni ¢etnosti fj tvoii variaéni Fadu

(statistickou fadu).

Hodnota ¢, =% (N je rozsah souboru) je relativni ¢etnost hodnoty X;.

Ef o
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Hodnota F, = Z f, je kumulativni ¢etnost do X;.
k=1

F .
Hodnota @, = WI je relativni kumulativni ¢etnost do x;.

Resené ulohy

Priklad 7.2.1. Urcete relativni, kumulativni a relativni kumulativni ¢etnosti varia¢ni fady

Xi O 1 2 3 4
f; 7 44 56 30 12
ReSeni:

N=> f =149

5
I

i=1

Vsechny cetnosti vypocteme z vyse uvedenych vzorci:

Xi 0 1 2 3 4 z
fi 7 44 56 30 12 | 149
¢ 0,047 0,295 0,376 0,201 0,081 1
Fi 7 51 | 107 | 137 @ 149

o 0,047 0,342 0,718 0,919 1

7.3. Charakteristiky statistického souboru s jednim argumentem

Charakteristiky statistickych soubortu se definuji analogicky jako charakteristiky
nahodné proménné X, jiz u statistickych souborti je uvazovany argument. Ulohu
pravdépodobnosti hraji zde relativni Cetnosti (ve shodé se statistickou definici
pravdépodobnosti) a funkce ¢(x) a @(x) lze povazovat za empirické pravdépodobnostni
funkce variacni fady s analogickymi vlastnostmi, jaké maji funkce rozloZeni

pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny.

Mezi nejdulezitéjsi charakteristiky patii charakteristiky polohy, stiedni hodnota, modus,

median a kvantily.
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Definice 7.3.1.

Empiricka stiredni hodnota je

Modus statistického souboru Mo(x)
je ta hodnota argumentu X, ktera ma nejvEtsi absolutni ¢etnost.
Median statistick¢ho souboru Me(x)

je ta hodnota argumentu X, ktera rozdéluje soubor uspofadany na dvé ¢asti o stejném poctu
prvka. Ma-li soubor sudy pocet prvkil, povazuje se za median priimérna hodnota prosttednich

dvou.
Empiricky p-kvantil

Je takova hodnota X, pro kterou plati, ze 100p procent prvki souboru je nanejvys rovnych Xp.

Nejcastéji pouzivanymi kvantily jsou kvartily, decily a percentily. Definujte je. Aco je z
hlediska kvantili vlastn¢ medidn?
Druhou skupinu charakteristik jsou charakteristiky variability, empiricky rozptyl

(disperze), smérodatna (standardni) odchylka, primérna odchylka a variacni koeficient.

VétSina z nich je pfimou analogii ptislusnych teoretickych ukazateli.

Definice 7.3.2.

Empiricky rozptyl (empiricka disperze) je dan vztahem
—2
s2=D X :%Zfi X, — X

Empiricka smérodatna (standardni) odchylka je

Primérna odchylka je ur¢ena vztahem

a:%Z ffx X

Ef o
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Variacni koeficient je dan vztahem

Sy o« 2z
v == (Casto se udava v procentech).
X

Pozndamky

Zakladni viastnosti smérodatné odchylky:
- smérodatna odchylka méri rozptylenost kolem priumeéru
S = 0 pouze v pripadech, kdy se vSechna data rovnaji stejne hodnote, jinak s >0

- stejné jako priimer je i smerodatna odchylka silne ovlivnéna extrémnimi hodnotami, i jedna

nebo dveé odlehlé hodnoty ji silné zvétsuji

- je-li rozdeéleni dat silné zeSikmené (zjistime pomoci koeficientu Sikmosti), smérodatnd
odchylka neposkytuje dobrou informaci o rozptylenosti dat - v téchto pripadech pouzivame

kvantilové charakteristiky - viz. dale

Variacni koeficient pouzivame, jestlize chceme posoudit relativni velikost rozptylenosti dat
vzhledem k priméru. Pocitame ho, kdyZz chceme porovnat rozptylenost dat skupin méreni
Stejné promeénné s riiznym prumérem, nebo v pripadech, kdy se méni velikost smerodatné

odchylky tak, Ze je primo zavisla na urovni merené promenné.

Diilezitou roli opét i1 ve statistice hraji momentové charakteristiky. Uved'me jen jejich

definice znacené latinskymi ekvivalenty feckych oznaceni z poctu pravdépodobnosti.

Definice 7.3.3.

Pocatecni empiricky moment k-tého Fadu

Normovany empiricky moment k-tého fadu

Ef e
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n
_
N =
SX
Samoziejmé plati analogické vztahy pro vypocty momentli centralnich z pocatecnich:
N =My - m12

N3z = M3 - 3momy + 2m13

Ns =My -4mzmy + 6m2m12 - 3m14

Normované momenty pouZzijeme i tady jako ukazatele Sikmosti a Spicatosti:

Definice 7.3.4.
Empiricky koeficient Sikmosti

n
A=n,=-2
s

Empiricky exces

n
e=m,—3=—7-3
S

Resené ulohy

Priklad 7.3.1. Vypoctéte empirické charakteristiky, modus a kvartily varia¢ni fady:

Xi 0 1 2 3 4
fi 7 44 51 30 12

Refeni: Ukazeme tii zptisoby vypoétu v Excelu:

Nejdtive charakteristiky vypocteme ptresné podle vzorcti, které jsme uvedli:

A | B | ¢ | o [ E [ F |
1 ®; fi i Nz N3 Hq
? 0 7 0 27 2AR2 -53R9R9 105 9062
? 1 44 44 4158951 -40,4342 3931107
T 2 a1 102 0039352 0001093 3 04E-05
? 3 a0 =l 3168931 32 57009 33 47481
? 4 12 43 49 34269 100 0558 202 80
T x 144 1,972222 1,040895 0,267318 2,649882

Z tabulka snadno dopocteme ¢iselné charakteristiky:

Stfedni hodnota:

Ef o o
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1 =
= fix=1972
N i=1
Rozptyl
1 5
s?=n, == f. x-x 11041
N i=1
Smérodatna odchylka:

=4/1,041011,020

Koeficient Sikmosti:

=n=—=—1> =-110,252
A s s? 1,023
Exces
n 2,6
e=n,=—-3=—
‘gt 1,0

Modus: nejvétsi absolutni cetnost méa hodnota 2, takze:

Mo(x) =2

Pti vypoctu kvartili ur¢ime nejprve jejich potadi podle vzorce:

z, = N.p + 0,5, tedy:

Zo25 = 144.0,25 + 0,5 = 36,5

Zo5=144.05+0,5=72,5

Zo75 = 144.0,75 + 0,5 = 108,5

Z vypoctu poradi vidime, Ze 1.kvartil se vypocte jako aritmeticky priomér hodnot 36 a
37 prvku - z tabulky je ziejmé, Ze ob€ jsou rovny 1, tzn.

X025 = 1, obdobn¢

Xo5 = 2 (median)

Xo,75 = 3

Druhd moZnost je pouziti pfeddefinovanych funkei v Excelu:
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JlkiLtimin|lolPla[R[S|TIU|Y]
1 VYPOCET POMOCI PREDDEFINOVANYCH FUNKCI
2 |DATA:
|0 0 0 0O OO0 0O 1 1 1 1 1
4 |1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
g | 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
E | 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
7|1 1 1 202 2 22 02 2 22
g2 2 2 2 2 2 222 2 22 2
g |2 2 22 2 2 2|22 2 22 2
|l 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 %2
"M 2 2 2 22 233 3 3 3 3
2|3 /3 3 3 3 /3 3 3 3 3 3F 3
12|33 3 3 3 /3 3 3 3,3 3 3
1404 4 4 4 04 444 4444
15
15 stiedni hodnota modus
17 | 1972222 (=PROMER(J3:U14)) 2 (=RODEZ: U147
18 rozptyl 1. kvartil
19 | 1,040895 (=VARIZ: U147 1 EQUARTILMZ:U14: 1)
20| smérodatna odchylka 2 kvartil
291 | 1020243 |(=EMODCHUZ: U147 2 (ERAUARTILAZ: 14,27
a7 koeficient Sikmosti 3. kvartil
23 | 0204378 (=SKEWIII: 14 3 =EOUARTILMZ: U143
a4 BXCES
25 [ -053113 |[(=KURTUZ: L1 47)

v v

tuto Glohu. Pouzijeme dopliikovy nastroj Excelu, ktery se nazyva Analyza dat. Pokud
v menu Excelu v nabidce Nastroje nenajdete tento nastroj, je nutné ho doinstalovat.
Tento tkon je velmi jednoduchy. V nabidce Nastroje klepnéte na piikaz Dopliky. V
seznamu Doplnky k dispozici zaskrtnéte policko u polozky Analytické nastroje a
klepnéte na tlad¢itko OK. Po instalaci by mélo byt mozné dopIn€k spustit z nabidky
Nastroje.

Chceme-li vypocitat piislusné charakteristiky, data umistime do jednoho sloupce
(tadku) a v dialogovém okné Analyza dat klepneme na analyticky ndstroj Popisna
statistika a nastavime poZadované moZnosti analyzy.

Vystup pak v nasem piiklad€ vypada takto:
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Shoupec]

Stf. hodnota

Chyba stf. hodnoty

Median

Modus

=meér. odchylka
Rozptyl vybaru
Spicatost
Sikrmost

Rozdil max-rmin
Minirmurm
Maxirmum
Soucet

Pocet

Mejatsi (1)
Mejmensi (1)

1 972222
0035317
2

2

1 023504
1045174
053113
0254378
4

0

4

284

144

Tuto ulohu si miizete oteviit vyfesenou v Excelu.

7.4. Zpracovani rozsahlého statistického souboru

Obsahuje-1i statisticky soubor velky poc¢et riznych hodnot argumentu X, sdruzujeme

hodnoty argumentu do interval zvanych tiidy. Obvykle volime konstantni Sifku ttidy.

praveé do jedné tiidy.

Hranice tfid je nutno volit tak, aby kazdy prvek statistického souboru bylo mozné zatadit

Pocet tfid volime podle ucelu zkoumani, obvykle 5-20 tiid. Pfesné pravidlo pro vypocet

poctu tfid neexistuje. Uvedeme alespon nékteré doporu¢ované moznosti:

h 0,08 X, . = Xuin »

pocet tfid n by mél byt
nJ1+3,3-log N nebo

n<5-log N nebo

nJ N,

pro sitku tfidy h by mélo ptiblizné platit

pro 30 <N <100 volime 7-10 tfid,
pro 100 < N <500 volime nejvyse 15 ttid,
pro N >500volime nejvyse 20 ttid.
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Pti zpracovani statistického souboru nahradime v§echny hodnoty v dané tfidé jedinou
hodnotou, tzv. tfidnim znakem, kterym je aritmeticky primér obou mezi tfidy. Ttidni znak
zastupuje vSechny hodnoty, které do této tfidy patii. Pocet hodnot ve ttid¢ je tFidni Cetnost.

Po rozdéleni souboru do tiid uz nepocitame s jednotlivymi hodnotami, ale s tfidami,
ttidnimi znaky a tfidnimi cetnostmi. Rozdélenim variacniho oboru na ttidy a shrnutim vSech
hodnot argumentu v kazdé tfid¢ do tFidniho znaku se dopoustime pii vypoctu centralnich
momentt systematickych chyb. Anglicky statistik W. F. Shepard odvodil v r. 1897 korekce,
Jimiz Ize tyto chyby korigovat.

Znaci-li h sitku tfid, jsou opravené momenty dany vzorci:

Shepardovy korekce
n=n, Nn,=n; (lich¢ momenty se neopravuji)
n,=n _n n,=n,-n h—2+Lh4
2ot 120 ot Tt P 240

Modus se u rozsahlého statistického souboru, ktery je rozdélen do ttid, vypocte interpolaci:

Mo X =x.—n. fa =T
A Y

j+l

X; ... stied j-té tfidy s nejvéEtsi absolutni Cetnosti f;
h ... Sitka tiidy
Kvantily se v tomto piipadé urci opét interpolaci:
h h
X, =X —E+ N.p—F;, f_J
j ... pofadi ttidy, do niz je zafazen (N.p)-ty prvek uspofadaného souboru
X; ... stied j-té tfidy
Fi-1 ... kumulativni absolutni ¢etnost (j - 1)-vé tiidy
f; ... absolutni Cetnost j-té tfidy
Resené ulohy
Priklad 7.4.1. Na jednom nejmenovaném pracovisti byly pfi zjiStovani IQ naméfeny
nasledujici hodnoty:
68, 71, 71, 78, 82, 82, 87, 91, 92, 92, 95, 97, 102, 102, 102, 103, 105, 105, 109, 110, 111,
111, 111, 112, 112, 114, 114, 114, 115, 116, 118, 119, 121, 122, 122, 124, 126, 131, 133,
137.

Rozdélte tyto hodnoty do osmi tiid a uréete empirické charakteristiky, modus a kvartily.
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Reseni:
Xmax - Xmin = 137 - 68 = 69
Vypocteme Sitku ttidy:

h:%:8,625D 9

Kdyz ale nyni vynasobim 9.8 = 72, to je o tfi vice nez ptivodné vypoctené variacni

rozpéti. Dolni hranici 1.tfidy proto zvolim o 1,5 mensi, nez je Xmin, tedy 66,5.

K vypoctu empirickych charakteristik je vhodné pouzit napt. Excel - viz. tabulka:

A | B8 | ¢ | e [ F [ & [ H |
. tiidni znak |tfidni Cetnost
1 tridy X i, i Ha 3 M4
2| BEA-THA 71 3 325 8004659 3120127 1031121
3| 755-B45 80 3 B 43 34419 | 1265 B8 | 32464 BS
4 | 845-5935 g9 4 =R 2772225 -AB1 575 TBBS 231
5 |935-1025 93 ] 1226 (7 3163L 559621 4281104
E [1025-1114 a7 5] 214 03645 0492075 0664301
7 [1115-1204 116 g 261 24 10256 | 249 4615 | 2681 927
g [12056-1295 125 ] 15625 4680231 905 6344 17524 03
g [1295-1384 134 3 1005 | BO27919 1708915 48447 74
10 X 40 105,65 3059775 203883 2172444

Z hodnot v tabulce pak snadno vypocteme hledané charakteristiky:

Empiricka stfedni hodnota:

- 1 8
Xx=m =—.» f.x =10565
N 3
Empiricka disperze:
) h> 13 -2 &
s=n,=n,—-——=—>) f. X -Xx —-—=
12 N 43 12
=305,9775-5,330] 300,64
Empirickd smérodatnd odchylka:
s, =+/300,64 117,34
Empiricky koeficient Sikmosti:
13 =3
— > f.x =X
&—H—E—N; v _ —2038,83
s s° 17,34°
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Pravdé&podobnost a statistika Statisticky soubor s jednim argumentem

Empiricky exces:

he 7 .,
N n4—n2.?+%.h
e=n4—3=s—j—3= - -3=

217244,4 —305, 9775.%+L.84

- o 2240 310,704

Modus:

fa-fis 4 9 5-8

=116-~.—— —=1133
+f,—2f, 2'5+8-29

Mo X :xj—h.
2 fj+1

K vypoctu kvartilit budeme potiebovat jesté tabulku kumulativnich tfidnich ¢etnosti

FiI

A | s | ¢ | © |
tidy tiidni znak |tfidni Cetnost vk{mulativni
| X f; tf. Eetnost F;
2 | BES-755 71 3 3
3 | 7o5-845 a0 3 B
4| 845-935 g9 4 10
5 |935-1025 93 5 15
E (1025-111.5 107 8 23
7 111 5-120.5 116 9 32
g [1205-1295 125 5 a7
g |1295-1385 134 3 40
1.kvartil:

N.p =40.0,25 =10
10-ty prvek lezi ve tieti tfid¢, tudiz j = 3
h h 9 9
Xgs =X ——+ N.p—-F,_, .—=89—-—+ 10-6 .= =935
0,25 3 2 p 3-1 f 2 4

3
2.kvartil (median):
N.p =40.0,5=20
20-ty prvek lezi v paté tiide, tudiz j = 5
h h 9 9
Xo5 = Xs —§+ N.p—-F 3 :107—§+ 20-15 3 =108,125

5
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3.kvartil:
N.p =40.0,75 =30

30-ty prvek lezi v Sesté tiide, tudiz j = 6

h

9

9

XO’75:X6—2+ N'p_stl .f—:116—5+ 30-23 52118,5

6

Pro srovnani jesté¢ uvedeme hodnoty charakteristik, vypoc¢tené (opét v Excelu) bez

rozdéleni do tfid:

[ J K[ L[M]N]

D

VYPOCET CHARAKTERISTIK BEZ

ROZDELENI DO TRIiD

DATA,

ata
g2
95
103
11
114
118
124

71

87
a7
105
111
114
119
126

71

21
102
105
1M
114
121
131

7o

92

102
109
112
115
122
133

stfedni hodnota:

105 B74

disperze:

292 459375
smérodatna odehylka:
17 10173602

koeficient Sikmosti:

0510326477

BHCES!

-0,2922589464

g2

92
102
11a
112
1B
122
137

modus:

102

kwartily:

84 25
1MoA
1B A

Tuto Glohu si muZete oteviit vyfeSenou v Excelu.

Poznamka

Zpiisob zpracovani statistickych dat zavisi na tom, jak jsou vstupni data zaddana (netrideny

soubor individudlnich hodnot, tridény soubor - Cetnostni tabulka), jak velky je rozsah

souboru, zda je ke zpracovani mozno pouzit vypocetni techniky. Tvar vypocetnich tabulek,
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které je treba pri vypoctech vytvorit, je dost individualni. I pri "rucnim” zpracovani dat je
vSak mozno doporucit metody prdce, jaké jsou bezné v tabulkovych kalkulatorech, napr.
v excelu.

Pro praci se statickymi soubory si zopakujte zakladni vypocetni postupy v excelu. Vyhledejte
V nabidce vestavenych funkci, které z nich odpovidaji funkcim, které jsme uvadeli jako
charakteristiky statistického souboru (kategorie statistickych funkci, ale k nékterym trivialnim

vypoctium pouzijeme i nékteré funkce matematické).

Jeste jeden citat na zaver:
Statistik je ten, kdo s hlavou v rozpélené troub¢ a s nohama v naddobé¢ s ledem na dotaz, jak se
citi, odpovi: "V pruméru se citim dobie."

anonym

Ef o o
x *
t* **
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Statisticky soubor s jednim argumentem

N
LN

Ulohy k samostatnému feseni

7.1. Pfi zjistovani IQ na jednom nejmenovaném pracovisti byly naméfeny tyto hodnoty:
68, 71, 71, 78, 82, 82, 87, 91, 92, 92, 95, 97, 102, 102, 102, 103, 105, 105, 109, 110,
111, 111, 111, 112, 112, 114, 114, 114, 115, 116, 118, 119, 121, 122, 122, 124, 126,

131, 133, 137.

Rozd¢lte hodnoty do 8 tfid a urcete empirické charakteristiky, modus a kvartily.

7.2. Urcete median a stfedni hodnotu mési¢ni spotieby elektrické energie (kWh) v bytech

Z nasledujicich udaja:

169, 108, 26, 43, 114, 68, 35, 183, 103, 266, 74, 205, 62, 230, 85, 487, 120, 148, 91, 18,

58, 96, 295, 42, 137

7.3. Student se ptipravuje na zkouSku. Zjistil, Ze musi nastudovat primerné 20 stran denné.

Prvni polovinu knihy studoval s rychlosti 10 stran denné. Stihne studium celé latky

V ur¢eném terminu, bude-li druhou polovinu studovat rychlosti 30 stran denné? Urcete

prumérny pocet stran, které denné nastudoval.

7.4. Zkousky zivotnosti Zarovek daly nésledujici vysledky (v hodinach):
606, 1249, 267, 44, 510, 340, 109, 1957, 463, 801, 1082, 169, 233, 1734, 1458, 80,

1023, 2736, 917, 4509.

Urcete stfedni dobu zivotnosti zarovek a jejich disperzi.

7.5. Sledovany statisticky znak nabyl téchto hodnot:

60, 80, 80, 100, 100, 100, 100, 120, 120, 150, 150, 160, 180, 200, 200, 200, 200, 200,
220, 250, 250, 250, 280, 300, 300, 300, 300, 350, 350, 360, 380, 400, 400, 400, 400,

420, 450, 500, 500, 550

Urcete stfedni hodnotu a disperzi tohoto souboru. Urcete tyto charakteristiky také pro

tento soubor rozttidény do ttid:
a) 0-99, 100-199, ...
b) 55-155, 155-255, ...

a porovnejte vysledky obou tfidéni.

7.6. Urcete momentové charakteristiky, modus a kvartily nasledujiciho, do tfid rozdéleného,

souboru. PouZijte Sheppardovych korekei.
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xi 1 390 410 430 450 470 490 510 530 550 570

fi, 7 10 114 22 25 12 3 3 |2 2

Vysledky uloh k samostatnému reseni
7.2. x05 = 103kWh, x = 130,52kWh
7.3. ne, 15
7.4. x =811,85; 57 = 493407
7.5. x = 260,25; s> = 17342; x; = 282,5; s1° = 19194; x, = 257,5; s,” = 16494

7.6. x=457,4;s%=14599:s, =382 A, =0,536; e = 0,575;
X025 = 431,4; x05 = 457,3; x0,75 = 477,6; Mo(x) = 463,75

Ef o o
x *
t* **
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o=

. STATISTICKY SOUBOR SE DVEMA ARGUMENTY

Privodce studiem

Vyuzijeme znalosti z ptfedchozi kapitoly, ktera pojednavala o statistickém souboru

S jednim argumentem a rozsifime je.

Predpokladané znalosti

Pojmy z pfedchozich kapitol.

Cile

Cilem této kapitoly je seznamit se statistickym souborem se dv€éma argumenty a jeho

charakteristikami.

Vyklad

8.1. Statisticky soubor se dvéma argumenty

Vezméme v uvahu statisticky soubor rozsahu N. U kazdého prvku sledujme hodnoty dvou
statistickych znakt, dvou argumenti X, Y. Tak vznikne statisticky soubor se dvéma
argumenty.Statistické znaky sledované soucasn¢ na kazdém statistickém prvku (nositeli)
mohou byt diskrétni nebo spojité. Budou nas pochopiteln¢ zajimat hodnoty kazdého znaku
samostatng, ale 1 jak jsou rozlozeny rizné kombinace obou znakt. Tak napf. u souboru lidi
nas mohou zajimat dva antropologické znaky, télesna vyska a télesna vaha. Vyrobce odévi
nezajima jen rozlozeni vysSek, ale simultanné 1 vah, nebot’ rozméry obleceni musi byt umérné

vyrabény i pro vSechny mozné existujici kombinace hodnot téchto znakd.

Zadéani dvojrozmérné diskrétni ndhodné veli¢iny je mozno provést v podstaté dvojim
zplsobem, a to bud’ pomoci tzv. Cetnostni plo$né tabulky se dvéma vstupy Xi a y j nebo
linearni tabulkou dvojic (X;, Vi), kde x a 'y jsou jednotlivé realizace nahodnych veli¢in X a Y.

Pocet vyskytl konkrétni dvojice (X;, Yj) se nazyva Cetnost (absolutni) fj;.

Ef A o
x *
** **
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f
Podil ﬁ=(pi’ ;je pak &etnost relativni . Druhy zépis vyjadiuje funkéni hodnotu

empirické funkce rozlozeni pravdépodobnosti dvojrozmérné nahodné veliCiny, jejiz realizaci
statisticky soubor piedstavuje.

vvvvvv

jednotlivych dvojic je ¢astéjsi.

Takto napt. vypada zadani v excelu:

A B c D] E F G H I
1
2 oy 20 30 40 30 &0 70 80
3 250 19 3
4 350 23 116 11
] 450 1 4 35 g
5 550 4 32 G5 7
7 650 1 4 Py 45 3
B 750 1 2 11 13 1
2] 850 1 3 2
10
1

Zaved’'me nasledujici oznaceni:

X\Y Y1 Y2 cee Yk Yn >

X1 f11 f12 . f1x . fin M1
Xi fi]_ fi2 fik fin M;
Xm fn1 fin2 .. ik .. foun M
Z N1 N2 ... Ny ... N, N

Pro okrajové sumy plati:

n m
M, = Z f, » N, = z f, ... marginalni Cetnosti hodnot x; a y;

i
k=1 i=1

I
=
=~
]
JuN
=~
Il =
JuN
I
JuN

Ef 4 o
x *
t* **
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Pro posouzeni vlastnosti nahodné dvojrozmérné veli¢iny se pouzivaji opét momentové
charakteristiky analogické veli¢indm s jednim argumentem.
Tak pocateéni moment (r + S)-tého stupné je definovan jako ¢islo
_ 1 'V = ry,s
m, s _szxi Yili;= szi Yi®ij
i j 1 J
kdyz s¢itani probéhne pies vSechny hodnoty i a j jako ve vySe uvedené Cetnostni tabulce.

Pro mensi soubory, které nemaji mnoho stejnych dvojic, je vhodnéjsi zadani linearni

tabulkou:
X y
X1 Y1
XN YN

(ptiklad souboru, ktery je zadan linearni tabulkou)

Al B | C | D

1

7] ® y
N 7 | 28
4 31| 21
5| 87_| 71
6 | 93 | 36
7 114 | 30
8 124 | 43
N 190 | 54
10 193 | =4
11 250 | =9
12 254 | 25
13 264 | a2
14 272 | 22
15 308 | 38
16 324 | 22
17 37| 6
18 372 | 63
19 440 | 48
20 442 | 24
2 502 | 33
22| 503 | 40
23| 506 | 41
24 522 | 28
25| 556 | 53
26 620 | 38
27 24 | E6
25

Ef & e
x *
t* **
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Momenty pak vypocteme jednoduseji:

mr,s = %Z Xir yiS

Centralni moment (r + s)-tého stupné je definovan vztahem

1 r s r s
nr,szﬁzz =My, Y, —My, fi,j :ZZ X =My  Yj—Myy @
i j [ J

Ze vSech moznych momenti se v podstaté pouzivaji jen prvé a druhé. Jejich vyznam uz
vlastné vétsinou zname:

my, = >_<je stiedni hodnota veli¢iny X bez ohledu na chovani veli¢iny y

My, = 9 je stfedni hodnota veliiny y bez ohledu na chovani veli¢iny X

N, o = sZ je rozptyl (variance) veli€iny X bez ohledu na rozptylenost veli¢iny y
n,, =S, analogicky

Rozptylenost obou veli¢in ve vSech jejich vzdjemnych kombinacich postihuje smiSeny

moment druhého stupné

nlllzcovxy:%.zz fi %-x y Zz fixy .. tzv. kovariance, jejiz
i

normovana bezrozmérna forma

_ covxy

TS,

=r je koeficient (linearni) korelace. Jeho vyznam a interpretaci pozname

v kapitole 9.
Pfimy vypocet momentil Ize pohodIn€ provést u momentti pocatecnich, takze je, obzvlaste

u ru¢niho pocitani, vyhodné si odvodit vztahy:

2
Nyo =My =My
Nop =My, =My,
N, =m,—m,my,

analogicky jako u momentl jednorozmérné ndhodné veli¢iny.

Je-li soubor zadéan linedrni tabulkou pomoci dvojic (X, Vi), 1ze napt. koeficient korelace

vypocist podle vzorce upraveného do tvaru:

Ef A o
x *
t* **
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ND XY =2 %2, .
INZX-Zn T NE Y- Sy,

r =

Vicerozmérny statisticky soubor velmi ¢asto charakterizujeme tzv. kovarianéni matici

S

covxy S

COV Xy

2
y

, resp. jeji normovanou formou, korela¢ni matici
r

Jejich dulezitost vSak se projevuje hlavné¢ v ptipadé mnoharozmérnych ndhodnych
veli¢in.
Poznamka
Uvedené vzorce Ize samoziejmé primo pouzit k vypoctu definovanych velicin, ale je ziejmé, Ze
programové vybaveni soucasnych pocitacii skyta daleko pohodInéjsi cestu, jak vysledky
ziskat. Idealni je v tomto pripade pouziti libovolného tabulkového kalkulatoru.
Prostudujte si ndsledujici resené priklady. Sledujte, jak se da vyuzit klasické tabelacni

cinnosti excelu i pokrocilejsich technik pri praci s tzv. maticovymi operacemi.

Reseni piikladd, jejichz zadani jsme sledovali v textu:
Resené ulohy
Priklad 8.1.1. Vypoctéte charakteristiky statistického souboru se dvéma argumenty. Zadani

v Excelu:

A B c D] E F G H I

1

2 xiy [ 20 30 4 50 60 T0 80
3 250 19 5

4 150 3 116 11

] 450 1 41 95 g

B 550 4 32 65 7

7 650 1 4 | 45 3

g 750 1 2 11 13 1

9 850 1 3 2

— | —
— |

Ef A o
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Statisticky soubor se dvéma argumenty

Refeni: V excelu jsme vypocetli potfebné soudty:

Xy 20 30 40 50 G0 T0 &0 L x X' b § 1 xyfx
250 | 19 5 24 000 | 1500000 | 132500
350 | 23 116 11 150 | 52500 | 18375000 | 1533000
a50 | 1 41 a5 3 143 | 67050 | 30172500 | 2523000
550 4 32 BS 7 108 | 59400 | 32670000 | 2758500
650 1 4 21 45 3 75 | 4g7s0 | s1ea7500 | 2738500
750 1 2 11 13 1 28 | 21000 15750000 | 1342500
850 1 3 2 B 5100 | 4335000 | 365500
fy | 43 167 146 a7 B5 19 3 [ 540 |250800[134480000 11427500
yfy | 260 | 5010 | ssa0 | 4850 [ 3900 [ 1330 | 240 | 22030

y*2*fy| 17200 [ 150300 [ 233600 | 242500 [ 234000 | 93100 | 13200 | 939300

x*y*fy | 265000 [1334500]2756000] 2747500 2571000 | 997500] 196000] 11427500

Stredni hodnoty:

1

Fema- Ly -

y

Rozptyly:

2

x—

1

1

2 2 2

Nyo =My =My = WZ X; Ni —M, =
i

134490000 —481,1° [117587,65

2598001 481,1

My, = %Z y;M, 1 220307 40,80
]

1

2 2 2 2

Sy =Ny, =My, =My, :NZ Yi Mj —My, =
j

1

Smérodatné odchylky:

s, =+/17587,65 1132, 62

s, =+/168,811112,99

Kovariance:

989900 - 40,8’ [1168,81

1 ——
covXxy =n,, =W.ZZ fixy, —xy=
T

Koeficient korelace:

p o COvVXy
5,5, 132,62.12,99

=11427500-481,1.40,8(11534,49

1534,49

891

-170 -




Pravdépodobnost a statistika Statisticky soubor se dvéma argumenty

Predchozi ulohu si miizete oteviit vyfeSenou v Excelu.

Priklad 8.1.2. Vypoctéte Ciselné charakteristiky statistického souboru se dvéma argumenty,

ktery je zadan linedrni tabulkou:

x |27 31 87 93 114 124 190 193 250 254 264 272 308 324
y 28 21 71 36 30 43 54 54 59 25 82 22 38 22

371 372 440 442 502 503 506 522 556 620 624
56 1 63 46 24 33 40 41 28 53 38 66

ReSeni:  Vse potiebné opét vypocteme napt. v Excelu:

X v x v X'y
27 | 28 729 754 756
3| 2 a6 441 B51
a7 | ™ 7568 50 B177
as | 36 | @ea9 1296 3345
114 | 30 | 12996 00 3420
124 | 43 | 15376 1849 s332

190 | 54 36100 2916 10260
193 | 54 37249 236 10422
250 | 59 E2500 3451 14730

234 | 25 E4516 B25 £350
264 | g2 9636 G724 21645
a2 | 22 73954 454 2954
308 | 38 34564 1444 11704
J24 | 22 104976 454 7123

371 a6 137641 31356 20776
372 | B3 135354 3959 23436
440 | 46 193600 2116 20240
442 | 24 195364 276 10605
202 | 33 232004 1053 16566
a03 | 40 233009 1600 20120
206 | M 236036 1651 20746
22 | I8 272454 a4 14616
296 | 53 309136 2509 29455
20 | 38 354400 1444 23560
G624 | BB 389376 4356 41154
z T959| 1073) 3371598 | 52845 349250

Stfedni hodnoty:

- 1 &

X=m, :WZ = 7989 =319,56
i=1

N
iz i -1 1073-42,92
N 25

< |
Il
3
o
=
I

Ef A o
x *
** **
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Rozptyly:

Sf =Ny =My — le,O = %Z Xi2 - m12,o =

= %.3371599—319,562 [132745,37

s2=n.,=m,,—m? _1 doyi-m =
y 0,2 0,2 SN 0,1

_ %.52945—42,922 275,67

Smérodatné odchylky:

S, =/32745,37 [1180,96

s, =~/275,67 116,60

Kovariance:

covxy=n, = %ZZ XY, —X.y = (v tomto piipadg) =

L > Xy —X-y= L 349250-319,56.42,9211 254,48
N 4 25
Koeficient korelace:

;o COVXY 254,48
s,s, 180,96.16,60

110,085

Tuto Glohu si muzZete oteviit vyfeSenou v Excelu.

Poznamka

Pri 7eseni predchoziho prikladu jsme mohli pouzit i preddefinovanych funkci v Excelu, jak
bylo ukazano v 6. kapitole, prikladu 6.2.1. nebo dopliikového nastroje Analyza dat obdobnym
zpiisobem, jak bylo popsdano v 7. kapitole, prikladu 7.3.1.

Poznamka

I kdyz jsme se dosud veénovali zpracovani statistického souboru, ktery jakoby byl realizaci
dvojrozmerné diskrétni nahodné veliciny, je ziejmé, Ze prdace se Spojitou velicinou se nutné
musi na tento pripad prevést. Realizace spojité veliciny se projevi vznikem ciselné hodnoty
zadané s urcitou presnosti nebo néjakym zpiisobem zaokrouhlené. Z praktickych diivodii je

také nékdy vhodné hodnoty jednotlivych argumentu urcitym zpiisobem setiidit, roztridit do

Ef 4 e
x *
t* **
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trid a umoznit tak vlastné prechod k diskrétnim velicinam reprezentovanym stredy pouZitych
trid. A pak predeslé postupy jsou dokonale pouzitelné. Problem velikosti chyby, které se
takovym zaokrouhlenim dopoustime, je ovsem nutno zohlednit. U jednorozmérného souboru
Jjsou znamé korekce, které s ohledem na sirku tFidy umozni opravit vypoctené charakteristiky
(Shepardovy korekce). U vicerozmérnych Setreni se takové korekce neprovaidéji.
Poznamenejme jesteé, zZe v dnesni dobé, kdy zpracovani statistickych souborii stejné svérujeme
pocitacum, neni probléem predbézné upravy dat (napr. tridenim a tedy zaokrouhlovanim) tak
podstatny, nebot pocitacové postupy nejsou na mnozstvi nebo numerické "nevhodnosti" dat

tak zavislé a je mozné pracovat primo s prvotnimi daty.

Ef o o
x *
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N
LN

Ulohy k samostatnému feseni

8.1. U studentd 1.ro¢niku byly zaznamenany vysledky zkousek z matematiky, fyziky a
programovani. Jsou uvedeny ve formé trojic Cislic, Z nichZ prvni je zndmka

z matematiky, druha z fyziky a tteti z programovani:

111 111 112 112 113 122 122 121 122 123
124 122 121 131 132 143 212 212 212 213
212 212 221 224 223 222 222 222 223 222
231 233 232 232 231 231 232 233 234 232
231 233 232 234 233 233 233 233 232 232
241 242 314 312 311 313 313 313 313 322
321 324 323 322 323 323 323 323 324 323
323 333 332 332 334 333 333 333 332 334
334 332 332 333 332 331 332 333 333 333
331 332 334 333 333 333 333 333 332 333
334 333 333 333 332 333 33 333 343 343
342 343 344 343 343 343 424 434 443 432
431 432 433 442 443 443 443 443 443 442
444 444 444 444 444

a) Vytvorte statisticky soubor s dvéma argumenty, z nichz X bude znamenat vysledek
zkousky  z matematiky a Y vysledek zkousky z fyziky a urcete jeho
charakteristiky.

b) Vytvoftte statisticky soubor s dvéma argumenty, z nichz X bude znamenat vysledek
zkousky z matematiky a Y vysledek zkousky z programovani a urcete jeho
charakteristiky.

8.2. U 130 zakrsku bylo zjisténo stafi stromu v letech (argument X) a sklizeni v jistém roce
v kg (argument Y). Podle tidaju v tabulce urcete charakteristiky tohoto souboru.

X\Y 4 5 6 7 8 9 10 11
3 6 0 0 0 0 0 0 0
4 0 5 10 2 0 0 0 0
5 0 0 0 2 8 3 0 0
6 0 0 0 0 0 12 10 0
7 0 0 0 0 0 8 15 4
8 0 0 0 0 4 16 8 0
9 0 3 12 2 0 0 0 0
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% Vysledky uloh k samostatnému reseni

Vysledky:
8.1.a) x =264y =2,69;s] =0,75s. =0,822k, =0354r, =0451;
regresni piimky: y =0,472x +1,445;x = 0,43y +1,48; ® =41°30';
57 =0,1663s> =0,1883; p =0,47%p,, =0471
b) x =2,637;y =2,607;s> =0,75s> =0,787;k,, = 0,295, =0,384;
regresni piimky: y =0,393x+1,571;x =0,374y +1,661; ® =48",
s7=0113s2 =0,12L; p, =0,392; p,, =0,388
8.2.x=6,53y=815s. =3L;s. =3,5%k,, =L1Lr, =034;
regresni piimky: y =0,37x+5,74;x = 0,31y +4,02; ® =537,
52 =0,75; sf =324p, =095p =05
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o=

REGRESNI A KORELACNI ANALYZA

Pravodce studiem

V ptedchozi kapitole jsme uvedli zplsob, jak popsat linearni zavislost mezi dvéma
argumenty a jeji miru. Uzitim korelacnich pomért je mozné zjistit, zda ma smysl hledat jiny
typ zavislosti mezi proménnymi nez linedrni.

Predpokladané znalosti

Pojmy z pfedchozich kapitol.

Cile

Cilem této kapitoly je vysvétlit pojmy regrese, korelace, regresni funkce, metoda

nejmensSich ¢tvercil odchylek, index korelace.

Vyklad

9.1. Linearni regrese

Grafické zobrazeni dvojrozmérné nahodné veliiny, statisticky soubor s dvéma
statistickymi znaky (X;,yi); i = 1,2,...,n (korela¢ni pole):

&

¥

¥

Hledejme vyjadieni této "statistické" zavislosti "nejlepSim" funkénim piedpisem. A pro

zacatek predpokladejme tento ptedpis linearni:
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Y =a+bx

Jako kritérium pro "nejlepsi" funkéni predpis vezméme z urcitych divodi (zndmych uz
napt. Gaussovi v poctu pravdépodobnosti i napt. proto, Ze se takovy ptistup uspé$né uplatiuje
i v jinych situacich — viz. ukazka — pouze na webu) minimalizaci sumy kvadratt odchylek
empirickych hodnot y od teoretickych hodnot ziskanych pomoci ptedpisu Vi

&
¥

L2, 0 .

L

2 -
a+bx, —y, ~=min

S ab :Zn: Y, -, ’
i=1

n
i=1

Hodnota veli¢iny S zavisi na volitelnych hodnotich a a b a je to tedy funkce dvou

proménnych. Jeji extrém se najde nulovanim parcialnich derivaci podle téchto proménnych.

0S .

—=2.) a+bx -y .1=0
- le Y,

0S .

—=2.» a+bx -y x =0
o le =YX

Po tpravé dojdeme k soustavé linearnich rovnic pro uréeni a a b. (V dal$im textu budeme

nékdy zjednoduSovat zapis sumacni symboliky.)

n.a+b.zi:xi =Zi:yi
a.zi:xi an.Zi:xi2 =Zi:xiyi
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Tuto soustavu mizeme vytesit mnoha zptisoby. Napiiklad pomoci determinantu matice

soustavy, ktery lze upravit na vyjadieni pomoci rozptylu:

takze koeficienty rovnice pfimky nakonec jsou:

) n‘Zyi‘ZXiz_Z)ﬁ'inyi

a 2

2
X

. n'izxiyi _izxi'izyi

2
X

n.

Po pon€kud pracnéjSich Upravach (s vyuzitim vyjadieni centralnich momenti pomoci

momenttl pocatecnich):

n’.s? n’.s?
ZYi inz in in'Yi in'Yi in ZYi
1
Y= |l 1—-1— +- X=X ——
S, n n n n n n n
1 _inz _ in 2 _ in 2 _in'Yi in’Yi _
Y=y —t—-y|- +y. | — —x- + X, - XXy
S, n n n n n
1 -, in'yi . _
Y:S—Z. y.S, + - X=X —XY. X=X
_ 1 in.yi o _
Y=y+—.|"———-XYy| X=X
S n
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tzv. centrdlnim bodem PS/] (X, 9 jsou stfedni hodnoty proménnych X, y) a ze smérnici

ptimky, tzv. koeficient regrese, ovliviiuje jak kovariance, tak rozptyl té proménné, kterd byla

prohlasena za nezavislou:

— COovX -
y-y= szy-X—x

X

Tuto volbu mizeme pochopitelné zménit a tak se dojde analogickou cestou k jiné regresni

pfimce:

Vykreslime-li obé takto ziskané pfimky do jedné soufadnicové soustavy, dostaneme tzv.

regresni nlzky:

&~
F
y=a,+b x-
[} ﬁ
i =, +h .y
_ L ]
y- L]
- -
x x
. - , o Cov X Cov X ., ,
Smérnice obou regresnich piimek b, = 32 y a b, = % y nazyvame regresni
x y

koeficienty pti zavislosti y na X, resp. X na y a maji velmi dulezitou praktickou interpretaci:
udavaji priristek zavisle proménné pri jednotkové zméné nezavisle proménné.
(Dokazte!) Zarovenn umoziuji vypocist koeficient linearni korelace, ktery jsme vySe

definovali jako normovany smiSeny moment druhého stupné, vypocist jinym zplisobem:

Ef o
x *
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2
CovV Xy )

S;.S,

b, .b

Py T

Znaménko pridélime podle znaménka kteréhokoliv regresniho koeficientu, napft.:

r=sign b, ./b,b,

D4 se dokazat, ze tento koeficient nabyva hodnoty z intervalu <—1,1>a méti vhodnost

linearni funkce vyjadiit statistickou zavislost mezi veli¢inami x a y. Cim je hodnota
koeficientu blize krajnim hodnotdm, tim je ndhrada tésnéj$i. V ptipad¢€, Ze tento koeficient
nabyva hodnoty 1 nebo -1, leZi vSechny body na regresni pfimce a zavislost veli¢in x a 'y je

pfesné linearni.

Stanovit stupnici ocetujici zavislost (zavislost "slaba", "stiedni", "silna") neni ukol pro
matematika, ale pro profesniho odbornika. Podobné stupnice byvaji soucasti oborovych

norem.

Linearni prabéh nemusi vzdy vystihovat vzajemné chovani obou slozek dvojrozmérné

nahodné veli¢iny. Nic ale nestoji v cesté piirozenému zobecnéni predeslych tivah a postupti.

yi— L /ﬂ'xi,.}’i '
—a

~_ N

Fi

Uvazujme jako vyse korela¢ni pole (X,Yi); i = 1,2,...,n a funkeci (kterou volime pouze jejim
charakterem, ale nikoliv jejimi parametry, které urCuji detailné¢ prabéh funkce)

Y=1 xa,4a,...,a, ,kterd by m¢la vyjadfit vztah mezi slozkami X a y. A hledejme mnozinu

koeficientl a; tak, aby byl spInén pozadavek MNC (metody nejmensich &tverct):
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S X,8,,8,,...,8, :Zn:[f X,8,,8,...,8, —yiT:min
i=1

Resenim soustavy rovnic:

0S X,84,8,,...,8,
oa

=0; j=0,...,k,

]

vzniklé nulovanim parcialnich derivaci funkce S podle jednotlivych hledanych koeficientt,
dostaneme hledanou regresni funkci. Mohou vSak nastat problémy algebraického charakteru.
Vznikla soustava rovnic mize byt velmi nesnadno feSitelna (zvlast' bez pouziti vypocetni
techniky). Proto se zpravidla hledaji vhodné regresni funkce pouze mezi tzv. adiCnimi

funkcemi:
f xa58,...,a, =a,+a.f, x +...+a.f X

Ty totiz vedou k feSeni soustavy linedrnich rovnic, jak lze snadno ukazat.
Na pripady adicnich funkci se Casto prevadéji 1 funkce multiplikativni, jako je napt. funkce
mocninna ¢i exponencialni. Linearizace logaritmovanim funk¢niho pifedpisu vSak obecné
dava pouze suboptimalni fedeni z hlediska MNC.

Postup ukazeme na regresni funkci

Y = a.e™

Tuto funkci pouZzijeme za piedpokladu, Ze rychlost ristu zavisle proménné je pfimo umérna
jeji velikosti.
Pii uréovani konstant a, b zlogaritmujeme funkci:

InY = Ina + bx

Jestlize nyni polozime Z = InY, a; = Ina, je funkce
Z=a; +bx
linedrni v parametrech a miZeme pouzit jiZ zndmého postupu. Hleddme tedy minimum

funkce

> a+bx-z

Ef 4 e
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Po sestaveni soustavy rovnic se miizeme vratit k ptivodnim proménnym. Soustava bude mit

tedy tvar:

N-Ina+b->'x =>Iny,
Ina-> x +b-> x=>"x-Iny,

Podobné postupujeme napk. pro funkei Y = a.x” (kde b neni p¥irozené &islo) nebo

1
=———— (v tomto ptipadé Ize pouzit transformace Z = —).
a+b-@ x Y

Poznamka
Hledisko numerické narocnosti regresni analyzy se stava v soucasné dobé druhoradé, nebot

standardni pocitacové programy nabizeji automatizované reseni této ulohy.

Podstatnéjsi problém nastava pti méieni vhodnosti regresni funkce. Koeficient linedrni
korelace tu ztraci sviij vyznam a je tfeba najit jinou miru tésnosti uvazovaného vztahu a

daného korela¢niho pole.

Zaved'me tato oznaceni pro specialnim zptisobem definované rozptyly:

1 —
532/—_-2 Yi—y 2

n-=

1 —
=Y -y

kdyz Yi je funkéni hodnota regresni funkce piislusna i-té x-ové slozce.

Vsimnéme si, jaky mezi nimi existuje vztah:
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1 — 1 -
sj:ﬁ'z yi—YZZH-Z Y=Y +Yi-y

1 2 — 2 —
:HZ Y=Y, + Y-y +2.y-Y, .Y, -y =

2 _
=S§.x+s\?+ﬁ-z Yi _Yi 'Yi_y

Da se dokazat (ukazka pouze na webu), ze posledni vyraz na pravé stran¢ je roven nule.
2 32
Pak s =s’ +sya podil :Y—Z =1- S—yzx €(0;1)byva pouzivan jako mira t&snosti, vhodnosti
y y
regresni funkce (koeficient determinace). Udava vlastné, jaka ¢ast disperze znaku y je

zpusobena zavislosti na X. Dopln€k koeficientu determinace do jedné znamena podil ndhodné

Sy

2
S ) .
slozky na disperzi. Odmocnina 1, = X /1—%X (index korelace) ma analogickou
S
y

interpretaci jako koeficient korelace (pro linedrni regresni vztah jde o zcela totozny vysledek).

Poznamka

K posouzeni miry vhodnosti regresni funkce miize slouzit také pouze hodnota

1
s;x = o Z Vh =11 ? _ rezidudlni (zbytkovy) soucet ¢tvercu (rozptyl). Nejvhodnéjsi

vy

Resené ulohy

Priklad 9.1.1. Vyrovnejte data v tabulce regresni ptimkou

X 5 15 25 | 35 @ 45 55 65
y 35 52 55 61 59 64 78

Reeni: Ukazeme, jak by se tato tloha fesila v Excelu:
Nejdtive oznacCime data a klikneme na Vlozit Graf..., pfiCemz vybereme typ grafu
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XY bodovy:
: Pridvodce grafem {1/4) - typ grafu
2 B2 B 4 S &
ﬂ E Standardni bvpy | Waskni bypy |
Arial « 1 I¥parafu; Podbyp grafus
Ied Sloupoouy =
.@ @ % E E Prubiosy
- |ﬁ Spojnicoyy
ATEE @ Visetovy
1 . A bodow
2 x| kg Plosny w >O/
3 ] @ Prstencovy | |
4 @f Paprskony
g @ Povrchowy M W
@ Bublincesy =
7 * _I
a : 5 =
5 Bodowst, Porovndwa dvojice b
10
11
= Skisknutim zobrazike L
13
14
s i . Skorno = Zpek | Dalai = I
M 4k M[4Liskl ¢ ListZ £

Mame-li aktivni okno grafu, v nabidce Excelu pfibude polozka Graf, vybereme

moznost Pfidat spojnici trendu...:

@J Soubor  Opravy  Zobrazik  WloSik  Formét  Mastroje | Graf | Okno  Napoveda  ad
Typ arafu...

JdE d 3 | S ﬁ& Fl -3 -5 MoZnosti grafu...

SN d S 8 bt RS | 1‘J (= | ¥4 Q'jl:":'| Pfidat spojnici trendu...

21

firial -0 - | B 7 U |E == i

azEl

Oblast grafu = 2

Al e | 8 | & [ B [ & [ H |

1

Al .

3 5 a5 10 -

4 15 5.2

5 2 | 55 g 1 +

B 35 6,1 E * * *

7 45 | 59 L .+ *

5 55 | B4 41 .

9 L G5 - 7.8 il 2

10

11 I:I T T T

12 1] 20 40 B0 g
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Chceme-li daty prolozit ptimku, vybereme Typ trendu - linearni:

ﬂ ﬁ Pridat spojnici trendu

|F'.rial

_@ @ % ﬁ ~Twp trendu a regrese

Oblast grafu = A //" . Skuperi:
Bl B & | f’nf E =

1 Linearni Logaritricks Palynormicks:

2 X ¥

3 L 5 l a5 J' —)/ f Perindy:

4 15 5.2 e _/]‘ |2 5‘

5 25 95 Mochinmy Exponencialni  Klouzawy primér

G 35 6,1 = =

7 45 £ 0 Rady tvori:

5 5 | 64 fadar I

19|:| L B5 - 7 A i) j

11

12

13

14

M 4+ M]iListl Lis!

Pro zobrazeni rovnice regrese a hodnoty spolehlivosti R (druha mocnina indexu

korelace) klikneme na kartu MozZnosti a zaSkrtneme piislusné polozky:

ﬂ ﬁ Pridat spojnici ktrendu
|.ﬁ.rial '”E Twp MoZnosti |

r —Tazew spojnice trendu
Elﬁt %fﬁ - % aukomaticky: Linedrni (Radal)

a5 rard X £}
.-":"\ | g B | C | r- Elastnl': I

1 ~Odhad
g ; 3'.'"'5 Copfedu: IIZI 5‘ jednokek.
4 15 = :2 Mazpek: II:I 5“ jednokek
5 25 55
E 5 5.1 [~ Hodnoka ¥ = |D
7 45 54 I Zobrazit rovnici regrese
a 55 b4 Iv iZobrazit hodnoky spolehlivaski R
g B5 78
10
11
12
13
14
M 4 b s Listl Lis!

Konecna podoba feseni:
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Microsoft Excel - Pra11.xls

Eﬂ soubor  Oprawy  Zobrazic  WloSik  Format  Méstroje  Data  Okno  Mapovéda  AdobeF

ITEHdR S DB F 9|4 %2 M £ = -4 100%

a8 d S & S| [ Y ga dpovEdat se zménami... Ukondit revizi... B
Be
Arial -0 - B I U %EE G o [ 5ie By Ao
amEl

A - fi

Al'e | ¢ | o | E | F | 5 | H | |
1 =
2 X y
i ] 35 10 -
4 15 a.2
5 25 | a5 B 1 +
B 3% | B 5 %
7 45 50 *
g 55 | B4 14 4 v = 0,05881x + 35089
g B5 | 78 7 R? = 08635
10
11 I:I T T T 1
12 ] 20 40 51| aa
13
14
M 4 v w\Listl { Listz £ List3 / 4] I

Z grafu vidime, Ze rovnice regrese je: y = 0,0561.x + 3,8089, index korelace:

I, =4/0,8635 =0,9292

V tomto piipadé existuje i dalsi moznost, jak vypocist koeficienty a, b v rovnici
regrese a index korelace. Rovnici regrese vypo¢teme pomoci v Excelu
pteddefinované funkce LINREGRESE, kterou najdeme v kategorii statistické. Nutno
mit na paméti, Ze vysledkem budou dvé hodnoty, proto ptfed vyvolanim této funkce
oznacime dvé€ bunky vedle sebe a pii pouziti stiskneme soucasné klavesy
CTRLASHIFT+ENTER (matice na vystupu). V nasem piikladé¢ by se tato funkce
zadavala takto: LINREGRESE(C3:C9;B3:B9;1).

Index korelace je v tomto ptipadé shodny s koeficientem korelace (viz. kapitola 8),

tudiz pouzijeme pteddefinovanou funkci: CORREL(B3:B9;C3:C9)

Predchozi ulohu si mizete oteviit vyfeSenou v Excelu.
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Poznamka
Na druhém listé reseni predchoziho prikladu v Excelu je provedena regresni analyzu pomoci
doplnkového nastroje Analyza dat (pouziti popsano v 1. kapitole, prikladu 7.3.1.), analyticky

nastroj Regrese.

Poznamka
Jak je patrné z tretiho obrazku v reseni predchoziho prikladu, obdobné bychom postupovali
V pripadé, Ze bychom potiebovali daty prolozit napr. logaritmickou, exponencialni,

mocninnou funkci, pripadné polynom 2.-6. stupne.

Resené ulohy

Priklad 9.1.2. Charakterizujte zavislost proménné y na x regresni funkci ve tvaru hyperboly

b
y=a+—
X

X 55 55 55 65 65 65 75 75 7585 85 95 95 95
y '3 36 42 18 24 3 18 24 3 18 24 18 24 3
Reseni: Ulohu vyfesime opét v Excelu, pouzijeme obdobné jako v predchozim ptikladé

pieddefinovanou funkci LINREGRESE, ktera pocita koeficienty v linearni regresni

funkciy = a.x + b. Pouze misto proménné x do této rovnice dosadime proménnou — :
X

alelclo el Flelnl v [alwlefminfolpr]| —

1 L
2 x| 55 |35 |35 | ad | ad | A5 | TS | T | T | BY | ES [ 95 [ 95 | 95

3 § 3 |36 [42 18|24 3 12|24 3 182418 |24 ] 3

4 | 1 ople 0p0ls 0018 0015 0015 0015 0013 0013 0013 0012 0012 0011 0011 0011

5

]

7 Koeficienty v regresnd funkci;

g 155,45 0,2

10

11

12 -
M 4 » M[hListl {Listz £ Lista / |41 | HJJ
Tato funkce je v tomto pfikladé konkrétné zaddna LINREGRESE(C3:P3;C4:P4;1)

Resenim je tedy regresni kiivka ve tvaru hyperboly: y =0,44 + —155’ 45
X
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Podobnym zptisobem vypocteme index korelace: CORREL(C3:P3;C4:P4). Index

korelace je tedy roven: Iy = 0,608.

Tuto Glohu si muzete oteviit vyfeSenou v Excelu.

Poznamka

Podobneé bychom mohli samozrejmé hledat koeficienty v dalsich regresnich funkcich ve tvaru

ve tvaru y = af(x) + b (napr. y = a.x® + ).

V ramci cvi€eni se vénujte nasledujicim ulohdm:

e nalezeni regresni pfimky pfi standardnim zadani souboru bodi (X;, i) (postup pfi feseni

v Excelu)

e nalezeni regresni pfimky pfi zadani dvojrozmérného souboru ¢etnostni tabulkou

(dokoncete feSeni pfikladu z minulé kapitoly)

e nalezeni nelinearni regresni funkce podle nabidky kalkulatoru Excel

e nalezeni nelinearni regresni funkce podle MNC bez predesi¢ linearizace (uzitim

numerického feseni, které nabizi resitel Excelu (exponenciala, mocninna funkce)

e hledéani zadani uloh z odborné profese Ctenare, které by vedly na regresni analyzu
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N
LN

Ulohy k samostatnému feseni

9.1. Charakterizujte zavislost proménné y na X regresni funkci ve tvaru Y =a + bx
x | 5 | 15 | 25 | 35 | 45 | 55 | 65
y | 35 | 52 | 55 | 61 | 59 | 64 | 78

9.2. Charakterizujte zavislost proménné y na X regresni funkci ve tvaru:

a) Y=a+E
X

b) Y =ax® +bx+c

Urcete indexy korelace
x | 1 | 1 | 3 | 4 | 6
y [ o[ 1] 4[5 |5
9.3. Pti seskoku parasutisty byla méfena zavislost mezi rychlosti v [m/s] a tlakem p [0,1mPa]
na povrchu padaku. Vysledky vyrovnejte parabolou p =a +bv?. Vypoététe index
korelace.
v | 24 | 35 | 5 | 689 | 10
p |0,0141]0,0281 | 0,0562 | 0,1125 | 0,225
9.4. Charakterizujte tésnost zvolené zavislosti ve tvaru Y =a + b.log x mezi proménnymi

X ay. Vypoctéte index korelace.
x | 1 | 1 | 3 | 3 | 5 | 6 | 7 | 7
y 70 | 104 | 162 | 210 | 200 | 250 | 240 | 260
9.5. Pii zjiStovani zavislosti veli€in X a y byly namétfeny hodnoty uvedené v tabulce. Urcete

vhodnou regresni funkci.
X 5 |55 |55 |65 (65| 65| 75| 75| 75|85 |8 |95 |9 |95

y 3 136[(42|18|24| 3 |18|24| 3 (18(24(18|24]| 3
9.6. Zjistovalo se, zda u souboru chlapcii je zavislost v poctu provedenych shybii a klikt.
Vysledky jsou zaznamenany v tabulce:

chlapec 123 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

pocetshybd |1 |3 2 /0 5|6 /1/4 3|5 /621 1 8

pocet kliki 110 15 15 0 /40 25 7 31 30 35 41 10 14 9 o4

a) Urcete, zda je mezi poctem shybt a poc¢tem kliki silnd linedrni zavislost, urcete jeji
miru.

b) Najdéte nejvhodnéjsi regresni funkci zavislosti mezi poc¢tem shybu a klikd.
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Regrese a korelace

Vysledky uloh k samostatnému reseni

9.1. y=0,056+3809

5565

9.2. @) Y=606—"";1=0985;b) Y =-215+2942x —0,2913x*;1 =099
X

9.3. p=0,00144+0,0022506v°;1 = 09996
9.4. Y =8832+19154log x;1 =096

15543
X

95 Y=044+

9.6. Linearni funkce: y = 6,6939x + 1,6463; lyx = 0,927577
Kvadraticka funkce: y = O,243X2 +4,8667x + 3,7354; l,x = 0,93043
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10. CASOVE RADY

Privodce studiem

Vyuzijeme znalosti z pfedchozich kapitol, piredev§sim z 9. kapitoly, kterd pojednavala

0 regresni analyze, a rozsifime je.

o=

Predpokladané znalosti

Pojmy z pfedchozich kapitol.

@ Cile

Cilem této kapitoly je seznamit s typy casovych fad, jejich slozkami a moZnostmi analyzy

casovych tad.

Vyklad

10.1. Casové rady - zakladni pojmy

Dilezitymi statistickymi daty, pomoci nichz miZzeme zkoumat dynamiku jevli v Case,
jsou tzv. ¢asové fady. Maji zakladni vyznam pro analyzu piicin, které na tyto jevy ptsobily a

ovliviiovaly jejich chovani v minulosti, tak pro pfedvidani jejich budouciho vyvoje.

o=

Definice 10.1.1.
Casova Fada (dynamicka fada, vyvojova fada)
je posloupnost pozorovani kvantitativni charakteristiky uspotadand v ¢ase od minulosti

do pritomnosti.

Podle Segera (viz seznam literatury) lze uvazovat o tfech typech fad

1. casova fada intervalovych ukazatel
2. casova fada okamzikovych ukazateli

3. cCasova fada odvozenych charakteristik

Ef A o
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Pro ukazatele 1. typu plati, Ze jejich velikost pfimo imérné€ zavisi na zvolené délce
intervalu. (Uved'te ptiklady.) V téchto ptipadech se ¢asto musi data pievést na srovnatelné
hodnoty (napft. ptfepocet na stejné¢ dlouhé tiseky (Ctvtleti nemaji stejny pocet dni apod.)).

U fad 2. typu se ukazatel vztahuje k pfesné¢ definovanému okamziku. Hodnota ukazatele
rozdil od ptedeslého typu nema realny smysl napt sumace hodnot fady, pristupuje se tedy k
riznym druhtim primérovani.

Casto je pouzivan tzv. chronologicky pramér:

1 1
SRt Xt Xy X,

X =
n-1

Timto jedinym Cislem pak charakterizujeme uroven ukazatele za celé obdobi. Je ale
ziejmé, ze tim dochdzi ke znaénému zjednodusovani reality. Oblibené;si jsou proto riizné
druhy klouzavych ukazatel, které jsou schopny ¢asecné¢ eliminovat vliv ndhodnych vlivii na
sledovany ukazatel a tim ¢asovou fadu "vyhladit". Pouzivaji se jak klouzavé mediany, tak
klouzavé praméry. Vzdy se postupuje tak, ze udaj ¢asové fady nahradime zvolenym

ukazatelem z okolnich casové piredchdzejicich a nasledujicich udajt.

Poznamka

Zpracovani casovych rad uzitim MS Excelu je zcela trivialni. Zpiisob tvorby klouzavych
ukazatelii je filozofii tabelarnich vypoctii zcela prizpusoben. A pokud jde o klouzavé priumery,
disponuje excel primo vestavenou moznosti tyto ukazatele ziskat (analogicky postup jako u

regresni analyzy - Viz ukazka — pouze na webu).

Rady 3. typu jsou odvozovany na zakladé absolutnich udaji okamZikovych nebo
intervalovych. Pfikladem mohou byt ¢asové Fady souctové nebo ¢asové Fady pomérnych
disel

Pti klasické analyze Casovych fad se vychazi z predpokladu, Ze kazd4 ¢asova fada muize

obsahovat Ctyfi slozky:

trend,

sezonni slozku,

cyklickou clozku,

nahodnou slozku.
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Definice 10.1.2.
Trend

je obecna tendence vyvoje zkoumaného jevu za dlouhé obdobi. Je vysledkem dlouhodobych a

stalych procest. Trend mize byt rostouci, klesajici nebo mtize existovat fada bez trendu.
Sezénni slozka

je pravideln¢ se opakujici odchylka od trendové slozky. Perioda této slozky je mensi nez

celkova velikost sledovaného obdobi.
Cyklicka slozka

udava kolisani okolo trendu v disledku dlouhodobého cyklického vyvoje (pozivano spise

V makroekonomickych tivahach).
Nahodna (stochasticka) slozka

se neda popsat Zadnou funkci ¢asu. "Zbyva" po vylouceni trendu, sezonni a cyklické slozky.

Nez ptejdeme k analyze trendu a sezonnosti (dlouhodobou cykli¢nost ponechame stranou
naSich uvah), uvedme nékolik jednoduchych ukazatelti, které se pouzivaji jako

miry dynamiky:
absolutni ptirtstek
Ayt = yt - yt_]_a t= 2,3,"’,”

prumérny absolutni ptirtstek

Z:szt— Yo=Y + Vs, A4 Y-V YW
n-1 n-1 n-1

relativni prirastek

é}:Ayt :yt_yt—lz Y -1
Yiu Yiu Yia

primérny koeficient ristu

E=n_\]jk1k2...kn =n—\/ﬁ£LL = n- h

yl y3 yS yn—l yl
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Casové fady

Resené ulohy

Priklad 10.1.1. Urcete elementarni charakteristiky rustu ¢asové fady sledujici vyrobu plynu

v letech 1980 - 1985.

rok 1980 1981 1982 1983 1984 1985

vyroba (m®) 1286 1363 1393 1495 1571 1610

ReSeni:

rok 'vyroba (m®) y, absolutni ptiristky koeficienty ristu

1980
1981
1982
1983
1984
1985

1286
1363
1393
1495
1571

1610

77
30
102
76
39

prumérny absolutni piirastek:

1,060
1,022
1,073
1,051

1,025

L2 _
n-1

prumérny koeficient ristu:

k=rkk,..k, = \/

1

Y2 Y3 Ya

Y1 Y5 Y5

Yo=Y + ya_:]/z L A A :yn_yl =64,8

n-1

Yo _ %0 =1046

Tuto ulohu si mazete oteviit vyfeSenou v Excelu.

10.2. Analyza trendu a sezénni slozky

Nejcastéji se pii analyze ¢asové fady predpoklada aditivni model popisu chovani fady.

Ptedpoklada se, ze jednotlivé sloZky vyvoje se sCitaji, takze plati:

Yy =T+ S+ Ci + &,

-194 -
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kde na pravé stran¢ po fadé vystupuji slozky trendova, sezénni, cyklickd a ndhodna. Razné
modifikace modelti vzniknou, kdyz né€kterou slozku z uvah vypustime. My tak u€inime pro
slozku cyklickou a o ndhodné slozce feknéme jen tolik, ze o ni lze zpravidla predpokladat, ze
jejich stfedni hodnoty jsou nulové a ze jsou korelaéné nezavislé (ndhodna porucha, jak se také
da nahodna slozka interpretovat, nezavisi na poruse v minulém okamziku ani neovliviiuje

vznik a velikost poruchy v okamziku nasledujicim).

Analyza slozky kterékhokoliv typu se provadi v podstaté klasickou regresni analyzou.
Podstatny rozdil je jen v tom, Ze nezavisle proménna, je v tomto piipadé proménna asova a
muzeme ji vcelku libovolné vyjadiit v jakychkoliv cCasovych jednotkach s libovolnym
pocatkem.

. 4

Analyza trendové slozky je ziejmé nejdilezitéjsi ¢asti analyzy casovych fad. V prubéhu
let se potvrdilo, Ze pii vybéru trendovych funkci vétSinou vysta¢ime s izkou nabidkou funkci.

Nejcastéji pouzivané jsou

Parametr a; predstavuje ptirtistek hodnoty y

linearni trend |y, =@, +at pripadajici na jednotkovou zménu ¢asové
proménné.
polynomicky Umoznuje najit trendovou funkei, kterd ma

Yy, =a, +at+at’+---+atk
trend extrém.

Parametr a; predstavuje primérny piirastek

hodnot y:. (Ty se chovaji jako ¢leny

exponencialni . _ _
d Y, = 3,8, geometrické posloupnosti. DoloZte
tren
vzpominkami na tuto kapitolu stfedoskolské
matematiky.)
Funkce ma vodorovnou asymptotu a dd se pomoci
ni sndze modelovat vyvoj jevl, které vychazeji
. i Z omezenych zdroju rustu a u kterych existuje
modifikovany Y ) Y )

o ; urcitd mez nasyceni, dana napt. zdjmem nebo

exponencidlni |y, =K+a,3, _ .
potiebou urcitého vyrobku. (Pfedved’te si pritbéh

trend

funcki tohoto typu pro rtizné hodnoty parametrti

pouzitim vhodného matematického programu pro

vykresleni grafil funkci.)
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Kfivka ma tfi useky, prvni je charakterizovan

pozvolnym vzestupem, druhd v okoli

y = 1 nebo inflexniho bodu prudkym riistem a tieti ur¢itou
logisticky ©ok+aga vrcholovou stagnaci (nasycenim). Uvedeny
trend, logistika = 1 K+aal tvar je jeden z mnoha ruznych funkénich

= .

Yi ptedpist popisujicich kiivku

S charakteristickym prib&hem ve tvaru

pismena S.

Kiivka s podobnym esovitym pribéhem jako
Gompertzova al o . .

Y, = ka‘O 1 logistika, ale na rozdil od ni je asymetricka.
kiivka t

W v oev

T¢&zist€ hodnot je aZ za inflexnim bodem.

Prvni tif1 jmenované jsou v regresni analyze bézn¢ uzivané, pfiCemz u exponencidly se
standardné¢ pfistupuje k linearizaci logaritmovanim funk¢éniho pfedpisu, coz ziskanou
exponencialu pon¢kud degraduje. Numerickymi metodami, napt. uzitim resitele v excelu se
ale da principu metody nejmensich ¢tvercti vyhovét pfimo, jak jsme vidéli v pfikladé, na ktery

jsme se uz odvolavali v 9. kapitole.

V ostatnich ptipadech uz linearizace neni mozna. K odhadu koeficientii trendovych
funkci se pouzivd rlznych chytrych algoritmi, které vétSinou byly vymySleny
Vv pfedpocitacové éfe, kdy predstavovaly jedinou Sanci aspoil né¢jakého odhadu doséhnout.
Dnes se daji tyto metody vyuzit pro urceni kvalifikovanych vychozich hodnot pro nejriznéjsi
numerické metody. (Blize viz Seget.) (ukazka odhadu parametrtt modifikované exponencialy

a logistické krivky)

Analyza sezénni sloZKy se Casto provadi az po ocisténi dat od trendové slozky.
V podstaté pii ni jde o urceni Casového tseku, po jehoZ uplynuti maji data zase stejnou
hodnotu, ptip. ovlivnénou trendovou a nahodnou slozkou.
Pro studium sezénni slozky se pouziva n€kolika typti modeli (viz Seget). V ekonomickych
modelech byva zpravidla ziejma velikost periody (¢tvtleti, mésic), v jinych ptipadech je nutno
i tuto délku odhadovat (v hydrogeologii napt. u vysky hladiny spodnich vod). Pouziva se tu i
harmonické analyzy, kterd modeluje priib&éh dat pomoci n€kolika ¢lenti Fourierovy fady.

Parametry se urcuji pouZzitim numerickych metod.
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Vysledkli analyzy ¢asovych fad a obecné i regresni analyzy viibec se vyuziva k nalezeni
udaji, pro které neni k dispozici vysledek méteni nebo pozorovani. Pokud jde o chybéjici
udaj zavislé veli¢iny y pro né€kterou hodnotu X uvnitt intervalu znamych hodnot X, jde o

vvvvv

odhadované veli¢iny Y.

Pokud vsak je nutno odhadnout vysledek y pro tdaj X vné intervalu experimentalné
udanych hodnot x, jde o extrapolaci. V tomto pfipadé je nutno byt opatrny, nebot
matematické prostfedky pouzité pro urCeni charakteru regresni zavislosti nemohou zpravidla
zodpovédné odhadnout budouci nebo minuly vyvoj. Uvédomte si napt., ze tfeba rostouci
oblouk kiivky ttetiho stupné miize velmi dobie popisovat n¢jakou zavislost, za uvazovanym
intervalem hodnot x vSak mize dojit k nezadoucimu propadu této kubické kiivky do lokalniho

minima.
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11. INDUKTIVNI STATISTIKA

o=

Pravodce studiem

Navazeme na kapitolu 7 a ukdzeme, jak pracovat se soubory, jejichz vSechny prvky
nejsou znamy.

Predpokladané znalosti

Pojmy z piedchozich kapitol, pfedevsim pak ze 7. kapitoly.

Cile

Cilem této kapitoly je vysvétlit zdkladni pojmy statistické indukce, zplisoby vybéru ze

zékladniho souboru a moznosti odhadovani parametrti zdkladniho souboru.

Vyklad

11.1. Zakladni pojmy matematické statistiky a statistické indukce

Pokud jsme dosud hovofili o statistickych souborech, méli jsme v souladu s definici
v 7. kapitole na mysli soubory kone¢ného poc¢tu prvku, u nichz jsme znali hodnotu (hodnoty)
statistického znaku. Pro n¢€ jsme pak vytvofili soustavu charakteristik, které soubor popsaly.

To bylo obsahem deskriptivni statistiky.

Hlavni sila statistiky se v8ak projevi az pfi praci se soubory, jejichz vSechny prvky nejsou
znamy. Bud’ je jich tolik, Zze je prakticky nemozné (a neefektivni, finanéné naro¢né atd.)
vSechny udaje o prvcich si obstarat, nebo by to tieba $lo, ale statisticky soubor by tim byl

znicen (napf. pfi destrukénich zkouskach vyrobkil). Zavadime tu pojem zékladni soubor.

o=

Definice 11.1.1.
Ziakladni soubor, populace (ZS)

je kone¢ny nebo nekonecny soubor vSech moznych (teoreticky dosazitelnych) hodnot
nahodné veli¢iny. Hodnoty v diskrétnim ptipadé€ a intervaly hodnot ve spojitém piipadé se

vyskytuji ve shod¢ s ur€itym rozdélenim pravdépodobnosti nahodné veli¢iny.
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Je ztejmé, Ze o zékladnim souboru v tomto smyslu nemame tplnou informaci, at’
uz jde o soubory realné (prvky souboru existuji a teoreticky by se daly zkoumat) nebo
hypotetické (prvky by vznikly opakovanim pokusu). Ale prave o informaci o ZS
stojime, nebot’ jde napt. o informaci o kvalité vyroby, ktera danym technologickym
procesem vznika apod. Tuto informaci ziskdvame provedenim vybéru ze zakladniho
souboru. Nejvhodnéjsi by byl samoziejmé vybér, ktery by co nejlépe charakterizoval
ZS, 1j. reprezentativni vybér. To bychom ale museli znat vlastnosti ZS, coz nebyva

Casto. Proto vytvaiime nahodny vybér.

11.1.1. Prosty nahodny vybér

e jedna se o pravdépodobnostni vybér, kdy kazdy prvek ZS (populace) ma stejnou
pravdépodobnost, ze se do vybéru dostane.
Prosty nahodny vybér Ize také definovat jako vybér o rozsahu n, kdy kazdd mnozina n
prvkli mé stejnou pravdépodobnost, ze bude vybrana.
K realizaci takového vybéru musime mit k dispozici ocislovany seznam vSech prvki
zékladniho souboru - tzv. oporu vybéru, a dale generator nahodnych ¢isel, pomoci né¢hoz
vybereme ocislovany prvek z opory vybéru. Predpokladejme, ze ZS ma N prvki a vybér bude

mit n prvki. Procedura vybéru sestava z nasledujicich krokaii:

1. sestavime oporu vybéru a kazdému prvku piitadime celé ¢islo od 1 do N

2. rozhodneme, jak velky bude rozsah vybéru n

w

vygenerujeme n nahodnych celych ¢isel mezi 1 a N

4. ziskame data od prvki identifikovanych v opote vybéru témito nahodnymi ¢isly

Pomér mezi rozsahem vybéru n a velikosti ZS (populace) N nazyvame vyberovy pomér:

rozsah vyberu n
velikost populace N

vybérovy pomeér =

Tento pomér vyjadiuje pravdépodobnost, Ze prvek ZS je zafazen do vybéru. Vybér miZeme
provadét s vracenim nebo bez vraceni. Vratime-li prvek do zakladniho souboru, ma

nenulovou pravdépodobnost, Ze bude do vybéru vybran vicekrat. Vyhodnéjsi pro statistické
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odvozovani raznych formuli je vybér s vracenim. V takovém ptipad¢ je vSak vhodné, aby

vybérovy pomér byl maly (<5%).

Neékdy se stava, ze prosty ndhodny vybér je neproveditelny nebo nékladny, hlavné v
ptipadech, kdy je ZS zna¢né€ rozsahly. Uvadime nékteré piijatelné ndhradni metody vybéru,

jez ve vybéru pouzivaji ndhodny mechanismus:

o stratifikovany nahodny vybér - je-li mozné ZS rozd¢lit do dil¢ich oblasti, miZzeme
provést ndhodny vybér pro kazdou oblast. Tyto oblasti se pak nazyvaji strata nebo
vrstvy. Tato technika je vhodna naptiklad, kdyz v populaci Ize stratifikovat podle

pohlavi, véku, ... a vyzkumnik chce zajistit reprezentaci kazdé podskupiny;

e systematicky vybér - ze sefazeného ZS vybereme z prvnich K prvka nahodné jeden

prvek a od ného pocitajic vybereme k-ty, 2k-ty, ... prvek (viz. ptiklad 11.1.1.);

e vicestupiiovy shlukovy vybér - Casto se pouziva pro ziskavani informaci o vefejném
minéni. Chceme napftiklad zjistit nazory lidi z panelovych sidlist’ mést urcité velikosti.
Postup bude takovy: 1.ndhodné vybereme vzorek okresii; 2.z kazdého vybraného okresu
se nahodné vybere urcity pocet mést pozadované velikosti; 3.pro tato mésta se nahodné
vybere vzorek jejich sidlist’; 4.z vybranych sidlist’ se ndhodn€ vyberou domacnosti, ve
kterych se provede dotazovani. Tato vicestupnova procedura vypada komplikovang, ale
ve skutecnosti je velmi efektivni a méné nakladna nez prosty ndhodny vybér

domacnosti ze sidlist’.

Resené ulohy
Priklad 11.1.1. Vedeni vysoké skoly chce provést vybér o rozsahu 50 z 1000 studentli

1.ro¢niku jedné z fakult, aby zjistilo spokojenost studentii s vyukou matematiky.

Reeni: Maze zvolit napf. tuto strategii:
Jednotlivé studenty v seznamu oznaci ¢isly od 1 do 20 tak, Ze je v seznamu postupné
oCisluji touto sérii Cislic jejim opakovanym pouzitim. Nahodné se vybere celé ¢islo
zZ intervalu 1 aZz 20. Pak se dotaZe vSech studentl s timto oznacenim.
Jedna se tedy o systematicky vyber, ktery je zaloZen na pravdépodobnosti, ale

prostfednictvim jiného mechanismu, neZ je tomu u prostého nahodného vybéru.
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Induktivni statistika

11.2. Odhady parametrti zakladniho souboru

Citujme nyni podrobn&ji CSN 01 0250, z niz jsme jiz pievzali predeslou definici 11.1.1.:

Statisticky soubor Zakladni soubor

Kone¢ny nebo nekone¢ny soubor
vsech moznych (teoreticky
Kone¢ny soubor dosazitelnych) hodnot nahodné

nahodné veli¢iny, bez veli¢iny. Hodnoty v diskrétnim

Vymezeni  vztahu k jejimu piipadé a intervaly hodnot ve
rozdéleni spojitém ptipade se vyskytuji ve
pravdépodobnosti shod¢ s urcitym rozdélenim

pravdépodobnosti ndhodné

veliCiny.

Ukazatelé
statistického souboru |Parametry zakladniho souboru
charakterizuji pfesné a charakterizuji piesné a GipIné
Charakterizujici ipln€ vlastnosti vlastnosti zakladniho souboru.
udaje statistického souboru. |V praxi jsou jen zfidka presné
Lze je zjistit vzdy ze |zndmy, je nutno je odhadovat
znalosti hodnot pomoci vybérovych charakteristik.

souboru.

Prameér statistického Stfedni hodnota zakladniho

souboru (aritmeticky souboru .
Udaje o poloze primér) E ¢S :inP X
i-1
J— 1 & b
X==D>X _
ng' Eg_a[x.fxdx

Rozptyl zékladniho souboru
.« e , n
Rozptyl statistického D¢ - z X —E & 2 P x
Udaje o souboru i-1
o (diskrétni ndhodna veli€ina),
rozptyleni g2 _lz - X 2 b ,
e’ D¢ =[x-E¢& ".f xdx
a

(spojita nahodna veli¢ina).

(Pozn.: Oznaceni veli€in jsme pfizpusobili oznaceni zavedenému vyse.)
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x *
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Nahodny vybér
Konecény soubor hodnot
nahodné veli¢iny
reprezentujici zakladni
soubor. Hodnoty jsou
vybrany nezavisle na
sob¢ a hodnoty
prakticky dosazitelné
maji v§echny stejnou
moznost dostat se do

vybéru.

Charakteristiky
nahodného vybéru
charakterizuji ptiblizné
parametry zakladniho

souboru.

Vybérovy primér

-1
X—H.in

i=1

Formalné plati

X =x
Vybérovy rozptyl
1 -2
S =——) X —X
n-14

Formalné plati

SZILSZ
n-1
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V dal§im textu budeme charakteristiky zakladniho souboru (teoretické charakteristiky)
zna&it malymi pismeny, napiiklad 1, &, p, ... .

Charakteristiky empirického vybéru (empirické charakteristiky), tj. charakteristiky
konkrétniho nahodného vybéru, budeme znadit malymi latinskymi pismeny, napiiklad m, s?,
r ...

Vybérové charakteristiky, tj. charakteristiky obecného ndhodného vybéru, budeme znadit
velkymi latinskymi pismeny, napiiklad M, PR, ...

Je zfejmé, ze parametry zdkladniho souboru jsou konstanty, nendhodné veliiny
(které tfeba ani nezname, nebot” zakladni soubor je moznéa nedostupny statistickému
zpracovani, popt. viibec neexistuje), ale veli¢iny v poslednim sloupci nahodné
veli¢iny jsou. Méni se vybér od vybéru, méni se zménou rozsahu vybéru, jsou to tzv.
statistiky. V tomto ptipadé jsou to bodové odhady dvou zakladnich parametrt

zakladniho souboru.

Definice 11.2.1.
Bodovy odhad (estimator) parametru 3

je statistika B, ktera aproximuje parametr § s piedepsanou piesnosti.

Oba vzorce pro bodové odhady stfedni hodnoty a rozptylu (viz. v tabulce vyse):

: 1 =2 . .
DX, 8= 2L XX se daji odvodit z pozadavku, aby udavaly
i=1 - i

nevychylené odhady pfislusnych parametrt:

Definice 11.2.2.
Nevychyleny odhad parametru 3
je takova statistika B, jejiz o¢ekavand hodnota

ECBH):Bi

¢ili je to kazda statistika, ktera statisticky (stochasticky) konverguje k parametru 3
V opaéném ptipad¢ se veli€ina B, nazyva odhadem vychylenym, a to vpravo nebo vlevo,

podle toho, zda E(Bn) - B >0, resp. E(Bn)-B<0

V obou ptipadech bodovych odhadi stiedni hodnoty a rozptylu je také splnén

pozadavek konzistentnosti (nespornosti) odhadu:

Ef A o
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Definice 11.2.3.

Konzistentni (nesporny) odhad parametru 3
je takova statistika B, Ze pro n dosti velka je
P(Bn-B <e)>1-nm,

kde € >0, n > 0 jsou jakakoliv (libovoln¢ mald) pfedem zvolena Cisla.

K ziskavani bodovych odhadii se pouzivaji dvé metody:

a) metoda momentu

je zalozena na porovnani momentt zékladniho souboru a vybéru. Pocet prorvnavanych
momentl je dan po¢tem parametri rozdéleni. Zavisi-li rozd€leni na S — parametrech,

feSime soustavu S rovnic 0 S neznamych:

=My
H, =M, el irické cj=

. Hi ... teoretické momenty, m; ... empirické momenty; i = 1,2,...,S
Hg =M

Resené ulohy
Priklad 11.2.1. Metodou momentli urete neznamy parametr Poissonova rozdéleni.

ReSeni: Poissonovo rozdéleni ma pravdépodobnostni funkci:

p XA A
X!
Vybereme n prvki Xi, ..., Xn
=4
1 n
m==>» X
=My
Tedy:

1 &
i—ﬁ'izlxi
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Y Resené ulohy Y
"ﬂ P: o o -’Q:
Priklad 11.2.2. Metodou momentil urcete neznamy parametr exponencialniho rozdéleni.
Reseni:

Exponencialni rozdéleni ma hustotu pravdépodobnosti:

0 Xx<0
f x =
A x>0

Vybereme n prvki Xy, ..., Xn

m, = 1 Z X
Nz
. . . u=x VvV =eg*
= |x-f xdx=|x-A-e¥dx=1- |x-e ¥dx= =
T N T
A
o e 1 0 1 1
=[—x-e”“] + J.e”“dx = IlmT):+O— —e™| =0+===
0 x— @ 1 . 12
Porovname-li tedy opét prvni pocatecni momenty:
=y
1_15
A n<
PR
2%
i=1
b) metoda maximalni vérohodnosti
Maé-li zakladni soubor frekvenéni funkci p Xx,6 ,kde 8= 6,,6,,...,6, jsou

parametry rozdéleni zakladniho souboru, pak pravdépodobnost, Ze vyber

&,8,,..,¢&, bude mit realizaci X, X,,...,X, je vyjadiena vztahem:

P &=%,5=%n& =X, =P X.,0 .p %,0 -..-p x,,0 =][p x.60 =
i=1

=L X,X%,..,X,,0

Funkci L nazyvame funkci maximalni vérohodnosti.

Za nejpravdépodobnéjsi povazujeme takovou hodnotu 6, pti niz ma funkce L
maximalni hodnotu.

Ef o o
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Resené ulohy
Priklad 11.2.3. Metodou maximalni vérohodnosti odhadnéte nezndmy parametr Poissonova

rozdéleni.
ReSeni: Poissonovo rozdéleni ma pravdépodobnostni funkci:

X

p XA =/1—~e’”
X!

L X XXy =] | —-€ |In

=3
—
Il
x
=3
N
[
=3
x
[
~

Kritické hodnoty rozdéleni

Definice 11.2.4.

Kritické hodnoty rozdéleni na hladiné vyznamnosti p jsou kvantily, kde index p vyjadiuje
pravdépodobnost, Ze ndhodna veli¢ina (u symetrickych rozdéleni jeji absolutni hodnota),

piekroci tuto hodnotu.

UZivana oznaceni:
Up — kritickd hodnota normalniho rozdé€leni na hladin€ vyznamnosti p.

P(X]>up) =p, X ..ma normované normalnirozdéleni N(0,1)

Ef o
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(x4 1
Jf2r
P £
3. 1-p 2
“”’X: t -
—id 0 Li, x

)] u, -0 -u, =1-p
O u, —[1—(1) u, ]:1—p

20U, =2-p kde up ... (l—g)-kvantil normalniho rozdéleni N(0,1)
@ u, :1—B
2

Odsud se urci napt. Uggs = 1,96.

;(5 , — kriticka hodnota rozdé¢leni ;f S n-stupni volnosti na hladin€ vyznamnosti p.

P(X> z2,)=p, X..marozd&leni 7 s n-stupni volnosti

tp(n)— kriticka hodnota Studentova rozdéleni s n-stupni volnosti na hladiné vyznamnosti p.
P(X| > tym) =p, X ...ma Studentovo rozdéleni s n-stupni volnosti
Fo(mn)— kriticka hodnota Fischerova rozdéleni s m,n-stupni volnosti na hladin¢ vyznamnosti p.

P(X > Fymn) =p, X ..ma Fischerovo rozdéleni s m,n-stupni volnosti

Intervalové odhady parametru:

Definice 11.2.4.
Intervalovy odhad parametru 3 zékladniho souboru

je interval < By ; B>, v némz leZi skute¢na hodnota parametru s pravdépodobnosti 1 - p, tzn.

P(BlfﬁfBz)zl-p.

Interval < B; ; B> se nazyva interval spolehlivosti (konfiden¢ni interval) pro parametr § na

hladin€ vyznamnosti p (nebo se stupném spolehlivosti 1 - p).

Ef A o
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Hodnoty Bj, B; jsou kritické hodnoty pro parametr f3.

Intervaly (-oo ; B1) a (B2 ; +oo ) se nazyvaji kritické intervaly.

Hladina vyznamnosti p je pravdépodobnost toho, ze skute¢na hodnota
odhadovaného parametru nelezi uvnitf intervalu spolehlivosti. Byva zvykem volit

hodnotu p = 0,1 nebo p = 0,05 nebo p = 0,01.

Stupen spolehlivosti vyjadiuje pravdépodobnost toho, ze skute¢na hodnota

parametru lezi v intervalu spolehlivosti.

Interval spolehlivosti 1ze ur¢it nekonecné mnoha zplisoby. NejCastéji se pouziva

symetricky oboustranny interval spolehlivosti, tzn. Ze parametr B se vyskytuje

v jednom z kritickych intervalti s pravdépodobnosti £ .
P(f<B1)=P(p>B;)= 7.

Vénujme se nyni intervalovému odhadu nejdiilezitéjSich statistickych veliCin,
sttedni hodnoty a rozptylu. Ukazuje se, ze ten se da odvodit jako dasledek tzv.

centralni limitni véty. Uved’'me ji v jednom z nékolika uzivanych tvari bez dikazu:

Véta 11.2.1.

Necht X = X; + X3 + ... + X, je nahodna veli¢ina, ktera vznikla sou¢tem nezavislych

nahodnych veli¢in s kone¢nou stiedni hodnotou p a koneénym rozptylem o2

X+ X, +-- X,

—u

Pak ndhodnd proménnd Y, = ma pro N — oo normalni rozlozeni

n
o
Jn

N(O,1).

Vsimnéme si hlavné toho, ze o vychozim (zdkladnim) souboru neni
predpokladano s vyjimkou kone¢nosti jeho zékladnich charakteristik viibec nic.
Hlavné se nic neptedpoklada o jeho rozloZeni. Presto je tedy dokazatelné, ze vybérové
priméry normalni rozloZeni maji. A jejich stfedni hodnota je rovna stfedni hodnoté

zakladniho souboru (vzpomenme na bodovy odhad stfedni hodnoty) a rozptyl téchto

Ef o
x *
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priaméra je n-tinou rozptylu zakladniho souboru.

Zde si mtzete oteviit ilustraéni Glohu vyiesenou v Excelu (pouze na webu).

11.2.1. Intervalovy odhad stfedni hodnoty
Jsou-li tedy uj, u; dva libovolné kvantily normovaného normalniho rozlozeni, plati
X - 1 v
£ < u, |= _[ ——e 2du

o iN2x
Jn

ProtoZe vSak nejCastéji volime konfiden¢ni interval, do néhoz ma s pifedem danou

Plu, <

pravdépodobnosti padnout stfedni hodnota zékladniho souboru, soumérny kolem bodového

odhadu, upravujeme vzorec pro intervalovy odhad stfedni hodnoty do tvaru:

(o}

‘>_<—,u‘<u 2l P el x—u T X +u .iJ =1-p.
" Jn "dn T

Pfitom jsme pismenem p oznadili hladinu vyznamnosti, u, p¥FisluSny kvantil
normovaného normalniho rozloZeni . Hodnota 1 - p je pak hladina spolehlivosti (napi. pro
p=0,05 je Upgs = 1,96). Vyrazem X jsme oznacili bodovy odhad stfedni hodnoty, jak je
bézné zvykem.

Pokud neni znama hodnota rozptylu zakladniho souboru o (tak je tomu vétSinou),

nahradime ji bodovym odhadem. Podmince asymptoticnosti ovS§em nutno vyhovét a uzivat

vzorec pouze pro n > 30.

Pro mensi vzorky plati analogicky vztah, ale normalni normované rozlozeni je nahrazeno
rozloZenim Studentovym s n - 1 stupni volnosti. Kvantil u, pak nahrazujeme kvantilem
t, (n-1) Studentova t-rozlozeni.
(Pocet stupiiti volnosti, ktery ted’ bude u nékterych specialnich rozlozeni pravdépodobnosti

vystupovat, bude vZdy oznacovat pocet nezavislych pozorovani, ktera jsou v dané situaci

Ef o
x *
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volitelna. Tak v ptipadé odhadu sttedni hodnoty je mozno u vzorku o rozsahu n zvolit n - 1
hodnot libovolné, n-ty prvek je z dané stfedni hodnoty dopocitatelny. Odecetl se tedy jeden
stupeni volnosti, nebot’ existovala jedna vazba mezi uvazovanymi veli¢inami. Analogicky

postup se pro vypocet stupntl volnosti uziva obecné.)

S S
SR = Sy e

presnost pro hledany parametr (bézny je zapis u= )_<iA), ktera plati pro zvolenou hladinu

Vyraz A=u, resp. A=t,. je vlastné poZadovana

vyznamnosti p. Ze vztahu pro vypocet A vSak mizeme naopak urcit n, které urci potiebny

rozsah vybéru, jehoZ charakteristika ma poZadovanou spolehlivost:

2 2
u.o st
n=| -2 ,resp. n=1+| —%
A A

Bez problémt je tato inverzni tloha pro piipad, Ze pouzivame predpoklad o normalité. Pii

aplikaci Studentova t-rozloZeni se vyskytuje hledané n na obou stranach rovnice v implicitni

podobg.
Resené ulohy

Priklad 11.2.1. M¢fili jsme pramér vackového hiidele na 250 soucastkach. Predpokladame
normalni rozdéleni souboru. Z vysledki méfeni jsme urcili vybérovy primér a vybérovou

disperzi x, = 995,6, s? = 134,7. Urdete interval spolehlivosti pro stiedni hodnotu

zakladného souboru pii hladiné vyznamnosti 5 %.

Reseni: Ulohu vyfedime v Excelu - z divodu jednoduchého vypoétu kritické hodnoty
normalniho rozdéleni pomoci pieddefinované funkce NORMSINV - v souladu

s predchozi teorii:

A= 1.up = “1:23;;7 NORMSINV 0,975 =1,441558
n_

Intervalovy odhad stfedni hodnoty je tedy:
(%, —A;x, +A) =(994,1584;997,0416)

Tuto ulohu si miiZete oteviit vyfesenou v Excelu.
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Priklad 11.2.2. Pfi méfeni kapacity sady kondenzatora bylo provedeno 10 méfeni
s vysledky v tabulce. Odhadnéte interval spolehlivosti pro kapacitu téchto kondenzatort

se spolehlivosti 90 %, resp. 95 %.

152 | 156 148 | 153 150 156 140 155 145 148

Reseni: Ulohu vyfedime obdobné jako predchozi piiklad 11.2.1.:
Vybérovy prumér X, a vybérovou smérodatnou odchylku s vypocéteme v Excelu
pomoci preddefinovanych funkci PRUMER a SMODCH. Vysledky:
Xp = 150,3; s = 4,92

Agso =1, n-1 =222 11NV 0,1:9 13,0065
’ n—1 Jo
Aggs =;t n-1 =4’—92.T|NV 0,05;9 (13,7102

n-1" NG
Interval spolehlivosti na hladiné vyznamnosti 90%:
(%, —A;x, +A) =(147,29;153,31)
Interval spolehlivosti na hladin¢ vyznamnosti 95%:

(%, —A;x, +A) = (146,59;154,01)

Tuto Glohu si muZete oteviit vyfeSenou v Excelu.

11.2.2. Intervalovy odhad rozptylu

Ptistupme nyni k odvozeni intervalového odhadu disperze. V 5. kapitole o rozlozenich
pravdépodobnosti spojité ndhodné veli¢iny bylo konstatovano, Ze ndhodna veli€ina, ktera
vznikne sou¢tem normovanych veli¢in s normalnim rozloZenim, ma Pearsonovo
rozlozeni y°. Stejné tak Gasto tuto souctovou veli¢inu i oznatujeme, tedy

— 2
n Xi —X

x?=> ———marozlozeni »* s n stupni volnosti.
i=1
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-2
nooX —X
Nezname-li stfedni hodnotu (a to zpravidla plati), pak ndhodné veli¢ina y* = Z : >
-1 O
ma Pearsonovo rozlozeni pro (n - 1) stupiid volnosti.
Dvoustranny intervalovy odhad nahodné veli¢iny »° miizeme zapsat pravdépodobnostni

rovnici:

2
P(;/ n-1 <7<y n—1j=l—péili P[Zf no1 <M o n—lJ:l—p.
2

N|o

Kritické hodnoty jsou tabelovany.
Po uprave ziskame pravdépodobnostni rovnici pro intervalovy odhad rozptylu zékladniho

vvvvvv

souboru v praktictéjsim tvaru:

2 2
P L<O-2§L =1-p

2o n-1 x5, n-1
2

L 1-
2

Resené ulohy
Priklad 11.2.3. Urcete oboustranny konfiden¢ni interval rozptylu normalné rozlozené¢ho

zékladniho souboru pro hladiny spolehlivosti 0,90, 0,95 a 0,99, kdyz u vybéru s rozsahem
n = 12 byl zjistén rozptyl 0,64. Posud’te ziskané vysledky.

Refeni: Kritické hodnoty Pearsonova rozdéleni v excelu vypodteme pomoci
pireddefinované funkce CHIINV.
Reseni pro spolehlivost 0,90:

n.s’ ) n.s’
P Ty
ZE n— Zl—g n-
12.0,64 ) 12.0,64
<o° <
CHIINV 0,05;11 CHIINV 0,95;11

0,358 < o” <1,539
Zbyvajici dva piipady vyfesime zcela analogicky.

Tuto Glohu si miiZete oteviit vyfeSenou v Excelu.
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x *
t* **

- *



Pr1123.xls

Pravdépodobnost a statistika

Induktivni statistika

N
LN

Ulohy k samostatnému feseni

11.1. Mefil se prumér hiidele na 250 soucastkach. Predpokladdme normalni rozdéleni

souboru. Z vysledku se ur€il vybérovy primér a vybérova disperze: X = 995,6;

s? = 134,7. Ur&ete interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu na hlading vyznamnosti

5%.

11.2. Byla méfena délka trvani urcitého procesu. Z 12 méfeni byla zjisténa stiedni doba

trvani procesu 44 s a smérodatna odchylka 4 s. Sestrojte 90 % a 95 % interval

spolehlivosti pro ofekavanou délku procesu za piedpokladu normalniho rozdéleni.

11.3. Pii méfeni kapacity sady kondenzatort bylo provedeno 10 méfeni s vysledky:

152, 156, 148, 153, 150, 156, 140, 155, 145, 148.

Odhadnéte interval spolehlivosti pro kapacitu téchto kondenzatori se spolehlivosti a)

90%, b) 95%.

11.4. Bylo zkouseno 30 nahodné vybranych ocelovych tyc¢i k urceni meze kluzu urc¢itého

druhu oceli. Po zpracovani vysledkl byla urcena jeji empirické stfedni hodnota

286,4 Mpa a rozptyl 121 [Mpa® ]. Uréete intervalovy odhad parametrt zakladniho

souboru s 95% spolehlivosti. Kolik vzorkil by bylo tfeba volit, aby chyba urcené

sttedni hodnoty neptesahla 2 Mpa?

11.5. Urcete intervalovy odhad s 90% spolehlivosti stfedni hodnoty a smérodatné odchylky

pro nasledujici hodnoty:

606, 1249, 267, 44, 510, 340, 109, 1957, 463, 801, 1086, 169, 233, 1734, 1458, 80,

1023, 2736, 917, 4509.

-212 -
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Vysledky uloh k samostatnému reseni
11.1. <994,16;997,04>

11.2. p=0,1:<41,83;46,17>
p = 0,05: <41,35;46,65>

11.3. a) <147,29:153,31>
b) <146,59;154,01>

11.4. <282,22:290,58>
<79,39:226,21>
n=120

11.5. <544,24;1101,55>
<572,22;987,73>
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12. TESTOVANI STATISTICKYCH HYPOTEZ

Privodce studiem

Navazeme na predchozi kapitolu 11 a vysvétlime nékteré statistické testy.

Predpokladané znalosti

o=
o=

Pojmy z pfedchozich kapitol.

B - &

Cilem této kapitoly je vysvétlit postup pii testovani statistickych hypotéz a seznamit

S nékterymi konkrétnimi statistickymi testy.

E——” Vyklad E——”

12.1. Statistické hypotézy - uvod

Od statistického Setfeni neocekavame pouze elementarni informaci o velikosti nékterych
statistickych ukazateli. Pouzivame je i1 k ovéfovani naSich ocekavani o vysledcich néjakého
procesu, k posuzovani vyznamnosti zmén, které byly zptisobeny zménou technologie, apod.
Ukazeme, ze a¢ formulace uloh toho typu se lisi od formulace tlohy o odhadech parametrt,
jde zpravidla vzdy o feSeni inverzni tlohy o intervalovém odhadu. Zaved’'me si vSak napied

prislusnou terminologii.

Definice 12.1.1.
Statisticka hypotéza

je tvrzeni, které se tyka nezndmé vlastnosti rozdéleni pravdépodobnosti nahodné proménné (i
vicerozmérné) nebo jejich parametru.

Hypotéza, jejiz platnost oveéfujeme, se nazyva nulova hypotéza Ho.

Proti nulové hypotéze stavime alternativni hypotézu Hi. Ta mtize byt bud’ oboustranna nebo

jednostrannd. Pak i testy jsou bud’ oboustranné nebo jednostranné.

Hypotézy se mohu tykat pouze nezndmych Ciselnych parametri rozlozeni ndhodné veli€iny,

Ef o
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pak jde o testy parametrické.

Ostatni typy jsou testy neparametrické.
Statistické testy

jsou postupy, jimiz provéfujeme platnost nulové hypotézy. Na zakladé nich pak hypotézu bud’

pfijmeme nebo odmitneme.
Testovaci kritérium

je nahodna veli¢ina zavisla na ndhodném vybéru (t€Z nazyvana statistika) majici vztah

k nulové hypotéze.

Jednostranné a oboustranné testy se od sebe rozliSuji z hlediska alternativni hypotézy,
kterou stavime proti provétfované nulové hypotéze a kterd mize byt dvojiho druhu, jak plyne
z tohoto ptikladu:

Necht nulova hypotéza predpoklada, ze A = B. V ptipad¢, ze tuto hypotézu zamitneme, je

bud’ A # B, nebo A > B (resp. A <B).

a) V prvém ptipad¢ (A # B) nebereme zietel na znaménko rozdilu A - B, takze mtize byt
bud’A - B <0 nebo A - B > 0.V téchto ptipadech pouzivime oboustranny test.

b) V druhém piipad¢, kdy proti hypotéze A = B klademe moznost A > B (resp. A < B),

pouzivame jednostrannych testi.

Pro kritické hodnoty testovaciho kritéria a,, by plati:
Pla, <X <b,) -l-p
Tyto hodnoty oddé€luji interval prakticky moznych hodnot (interval spolehlivosti,
konfiden¢ni interval) <a,, bp> 0d kritickych intervali, v nichz se hodnoty veli¢iny X
vyskytuji s pravdépodobnosti p, které fikdme hladina vyznamnosti. Nej€astéji volime p = 0,01
nebo p = 0,05.

Pro oboustranné odhady volime:

P X<a, =P X>b =2,
2

p

pro jednostranné bud’

P X<a, =0, P X>b, =pnebo

P X<a, =p, P X>b, =0.
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Porovnani hodnoty testovaciho kritéria s jeho kritickymi hodnotami slouzi k rozhodnuti o

vysledku testu. Musime si uvédomit, ze nemizeme mluvit o dokazovani spravnosti ¢i

nespravnosti zvolené hypotézy - to neni v moznostech statistické indukce. Zavér testu pouze

rozhodne mezi dvémi moznostmi:

hypotézu prijimame (zamitame alternativni hypotézu), lezi-1i pozorovana hodnota
testovaciho kritéria v intervalu prakticky moznych hodnot. Znamena to, Ze rozdil mezi
pozorovanou a teoretickou hodnotou testovaciho kritéria je vysvétlitelny na dané hlading

vyznamnosti p ndhodnosti vybéru.

hypotézu zamitame (piijimame alternativni hypotézu), lezi-li pozorovana hodnota
testovaciho kritéria v kritickém oboru. Rozdily povazujeme za statisticky vyznamné na

zvolené hladin€ vyznamnosti p, tzn., Ze se nedaji vysvétlit pouze ndhodnosti vybéru.

Priklady otazek, na které se da odpovidat pomoci vysledka ptisluSnych statistickych testh:

Ma zakladni soubor (ZS) piedpokladanou stfedni hodnotu?
Maji dva soubory stejnou disperzi?
Miizeme piedpokladat, ze dva vybéry pochazeji z t¢hoz ZS?

Ma ZS ptedpokladané rozdéleni?
atd.

Témito slovy jisté nebudou technici formulovat své otazky v konkrétnim pramyslovém

podniku. Bude je ale napft. zajimat, zda

bylo dodano uhli deklarované kvality
dva méfici pristroje pracuji stejné piesné
se nezménily provozni podminky ovliviiujici vyrobu (napft. sefizeni obrabécich stroji)

produkce zmetki v jednotlivych hodinach je rovnomérna

(Pokuste se popsat konkrétni provozni realizace vyse uvedenych situaci.)

Ve shod¢€ s béznymi zvyklostmi definujme:
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Definice 12.1.2.

Necht b je pozorovana, kdezto f teoretickd hodnota statistiky B a necht’ <a,, bp> je interval

prakticky moznych hodnot veli¢iny B na 100p% hladin€é vyznamnosti.
Pak fikame, Ze rozdil b - f je

1. nahodné vysvétlitelny, kdyz b e <a0105; b0’05> =Jo0s s

2. statisticky vyznamny, kdyz b e <a0’01; b0101> =Joo1s

3. slabé statisticky vyznamny, kdyz be J ., ale be Jg ;.

12.1.1. Kroky pfi testovani hypotézy

e Formulace vyzkumné otazky ve forme nulové a alternativni statistické hypotézy
e Zvoleni ptijatelné urovné chyby rozhodovani (volba hladiny vyznamnosti p)

¢ Volba testovaciho kritéria

e Vypocet hodnoty testovaciho kritéria

e Urceni kritickych hodnot testovaciho kritéria

e Doporuéeni (pfijmuti nebo zamitnuti nulové hypotézy Ho)

Poznamky

Hladina vyznamnosti je pravdépodobnost, Ze se zamitne nulova hypotéza, ackoliv ona plati.

Pochopitelné se tato hodnota voli velmi malda, jak jiz bylo Feceno, nejcasteji 0,05 nebo 0,01.

Jestlize test neindikuje zamitnuti nulové hypotézy Ho, je nespravné prijmout nulovou hypotézu
jako definitivné pravdivou. Spravné miizeme pouze prohlasit, Ze neni dostatek dokladii pro

zamitnuti nulové hypotézy.

vevr
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12.1.2. Test jako rozhodovani

Pti testovani hypotéz mohou nastat Ctyi'i moznosti, které popisuje nasledujici tabulka:

Zaveér testu
H, plati H, neplati

H, plati spravny chyba I.druhu
Skutecnost
H, neplati | chyba II.druhu spravny

Existuji tedy dvé moznosti chyby:

e chyba I. druhu - nulova hypotéza plati, ale zamitne se;

e chyba Il. druhu - nulova hypotéza neplati, ale piijme se.

Ptirovname-li tuto situaci k medicinskému testovani, pak chyba I. druhu znamena falesné
pozitivni vysledek (pacient je zdrav, ale testovani ukazuje na nemoc), chyba Il. druhu

odpovida faleSn¢ negativnimu vysledku (pacient je nemocny, ale test to neodhali).

Pravdépodobnost chyby I. druhu je podminéna pravdépodobnost, Ze zamitneme nulovou
hypotézu za piedpokladu, Ze plati - oznaujeme p - viz. vySe. Pravdépodobnost chyby
Il. druhu je podminéna pravdépodobnost, Ze nezamitneme nulovou hypotézu za piedpokladu,
ze neplati, oznacujeme po:

P(chyba I. druhu | Ho plati) = p
P(chyba Il. druhu | H; neplati) = po

Konvenéni hodnoty pro po jsou 0,2 nebo 0,1.

Nékdy mizeme také mluvit o opacnych jevech k chybé 1. a II. druhu, tzn. o podminéné
pravdépodobnosti, ze neudélame chybu I.druhu (spolehlivost testu) nebo Ze neudélame chybu
[1. druhu. Sila testu odpovida hodnoté (1 - pp). Jedna se tedy o podminénou pravdépodobnost,

ze spravné odhalime testem neplatnost nulové hypotézy:

P(neudélame chybu I. druhu | Ho plati) = 1 - p = ~spolehlivost*
P(neudélame chybu II. druhu | Hy neplati) = 1 - po = -sila testu*

Cilem pfi testovani nulové hypotézy je omezit urovné pravdépodobnosti chyb I. a Il. druhu.

Jinymi slovy - usilujeme o maximalizaci spolehlivosti a sily testu.
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Resené ulohy
Priklad 12.1.1. Testovani pfiblizime pomoci analogie se soudnim procesem. M4 padnout

rozhodnuti, zda obzalovany spachal ¢i nespachal zlo¢in.

ReSeni: Soudni systém se fidi zdsadou, Ze obzalovany je nevinen, dokud se nepodari

prokazat opak. Formulace hypotéz ma tedy tuto podobu:

Ho: Obzalovany je nevinen.

Hi: Obzalovany je vinen.

Rizné moZnosti vztahu mezi pravdou a rozhodnutim soudu vidime v tabulce:

Zavér soudu

Obzalovany je Obzalovany je
nevinen vinen
Obzalovany je
_ spravny chyba 1. druhu
Skute¢nost nNEvinen
Obzalovany je vinen chyba Il. druhu spravny

Uvédomme si, ze chyba I. druhu ma pro jedince fatalni nasledky. Proto jeji mozZnost
eliminujeme na nejmensi moznou miru. Soud musi jasné prokazat vinu obzalovaného. Jeho
rozhodnuti také podl€¢haji prezkoumani vysSich instanci. Odpovida to volbé velmi malé

hladiny vyznamnosti. V mnoha jinych ptipadech vSak nevime zcela piesné, ktera chyba je pro

vvvvvv

V dalsi ¢asti uvedeme nékteré dulezité statisticke testy:

12.2. Hypotézy o rozptylu

12.2.1. Test vyznamnosti rozdilu dvou rozptylua (F-test)

Predpoklady:

Jsou dany dva vybéry o rozsazich ny, nz s rozptyly $;%, S;% vybrané ze dvou zékladnich
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soubori s rozd&lenimi N(u1; 61%) a N(pz; 62%).
Nulova hypotéza:

Ho: 61 = 67°

Alternativni hypotéza:

Hi: 01° # 65

Testovaci kritérium:

0_12_ n n,-1.S’

2 2
o, N M-1.35;

F=

ma Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni F(n; - 1, ny - 1).

Zavér:

Jestlize F > FE n,—1,n, -1 , zamitdme hypotézu Hp (pfijimame H).
2

Indexy 1, 2 volime tak, aby testovaci kritérium F > 1.

Poznamka
V pripade, ze bychom chtéli prokazat hypotézu Ho proti hypotéze Hy: o’ > oy, pouZzili
bychom kritickou hodnotu Fy(n; - 1,n2 - 1)

Resené ulohy

Piiklad 12.2.1. Byly sledovany vysledky béhu na 50 m (v sekundach) u skupiny
desetiletych chlapct a divek. Posud’te ziskané vysledky z hlediska vyrovnanosti vykonii

V jednotlivych skupinach.

Chlapci:
12 3 /4,5 6|78 9 1011 12 |13 14 15| 16 | 17

10,809,30 9,40 9,90 10,20 9,30 9,40 /8,90 8,90 9,60 9,70 /10,60 9,40 9,50 9,60 10,00 9,30

18 119 |20 |21 22 |23 |24 |25 26 (27 28 |29 30 31 3233
9,40 8,40 9,80 8,80 9,20 /9,50/9,80/9,00 10,50 9,40 9,30 /9,90 9,10 9,60 8,70 8,10
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Divky:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

10,70 10,80 10,00 10,60 9,20 10,20 9,90 10,00 9,30 10,20 9,80 10,00 10,00 11,00

15 | 16 | 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28
12,00 10,00 10,00 11,20 9,40 10,70 9,30 10,10 9,10 10,20 9,30 10,00 9,40 10,90

ReSeni: Hladinu vyznamnosti zvolime p = 0,05.

Urc¢ime potiebné charakteristiky u obou skupin (prohodili jsme potadi tak, aby vyslo

F>1):

Divky: Chlapci:

n, =28 n, =33

;% =0,4521 s> = 0,3302

Urc¢ime hodnotu testovaciho kritéria:

or non-1s? 28320452

= 11,377
n, n—1.s> 33.27.0,3302

o
Kriticka hodnota (vypoctena napi. v Excelu pomoci pieddefinované funkce FINV):
Fo,025(27,32) = FINV(0,025;27;32) = 2,0689
Testovaci kritérium nepiekrocilo kritickou hodnotu, tudiz pfijmeme Hy. Mezi

rozptyly neni statisticky vyznamny rozdil.

Tuto Glohu si muZete oteviit vyfeSenou v Excelu.

12.3. Hypotézy o stiedni hodnoté

12.3.1. Test vyznamnosti rozdilu |M - g

Predpoklady:

Je dan vybér ze zakladniho souboru s rozd&lenim N(p; 6°) 0 rozsahu n se stiedni hodnotou M
a disperzi S%.

Nulova hypotéza:

Ho: = po
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Alternativni hypotéza:

Hi:p# po

Testovaci kritérium:

T M-t m3

S
ma Studentovo rozdéleni t(n - 1).
Zavér:

Jestlize [T | > tp(n - 1), zamitame hypotézu Ho (pfijimame Hy).

Poznamka
Volime-li alternativni hypotézu Hi: u> uy, pak hodnotu testovaciho kritéria srovndvame

s kritickou hodnotou top(n - 1).

Resené ulohy
Priklad 12.3.1. 'V pivovaru doslo k oprave plnici linky. Na hladin€ vyznamnosti p = 0,05

oveite, zda se oprava zdafila, tj., zda linka plni do 14hvi pivo o objemu 500ml. Vysledky u

vybranych vzorku (v mililitrech):

495,2 496,8 502,1 498,5 501 503 500,7
501,5 501,8 499,1 500,9 502,2 501,7 500,4
500,2 501,1 499,9 500,2 501,1 500,8 499,3
ReSeni: Mo = 500, tudiz:

Ho: =500

Hi: 1 # 500

Vypocet zakladnich charakteristik:

n=21 M=500,3571 S =1,77806

Testovaci kritérium:

M —u 500,3571-500
T=— —20n-1="2 ~/20110,898
S 1,77806

Kriticka hodnota (vypo¢teme napf. v Excelu pomoci pfeddefinované funkce TINV):
to,05(20) = TINV(0,05;20) = 2,086
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Zavér:
Testovaci kritérium neptekrocilo kritickou hodnotu, tudiz pfijmeme Ho. Oprava se

zdaftila, linka plni lahve spravné.

Tuto Glohu si muzete oteviit vyfeSenou v Excelu.

12.3.2. Test vyznamnosti rozdilu dvou vybérovych priméri (t-test)

Predpoklady:

Jsou dany dva vybéry o rozsazich nj, n; se sttednimi hodnotami M, M, a disperzemi Slz, 822,
které pochézeji ze dvou zékladnich souborti s rozdlenimi N(u1;01%) a N(uz;029).

Nulova hypotéza:

Ho: pa = o

Alternativni hypotéza:

Hilpa # o

a) jestlize mazeme predpokladat 612 = 07° (provéiime F-testem), volime testovaci Kritérium:

T=

M,-M, \/nl.nz. n+n,—2

Jn.s2+n, 82 n+n,

které ma Studentovo rozdéleni t(ny + n; - 2).

Zavér:

Jestlize | T | > t,, zamitneme Ho.

b) jestlize ptedpokladame 61% # 652 (provétime F-testem), volime testovaci kritérium:
M, -M,

\/ n,-1.8+ n-1.5’

T =

\/ n-1.n,-1,

které ma rozd¢leni, sloZené ze dvou Studentovych rozdé€leni.
Kritické hodnoty ur¢ime podle vzorce:
L -1.8°t, n-1+ n-1.8t n,-1

P n,-1.5'+ n-1.8;

Zavér:

Jestlize | T | > tp(ng + N2 - 2), zamitneme Ho.

Ef 4 o
x *
t* **

- *


Pr1231.xls

Pravdé&podobnost a statistika Testovani hypotéz

Poznamka

t-test pouzivame napr. k oveérovani nasledujicich hypotez:
Pochazeji dva vzorky z téhoz zakladniho souboru?

Nedopustili jsme se pri dvou mérenich, jejichz vysledkem bylo urceni dvou stiednich hodnot

M1, My, systematickych chyb?

Ma urcity faktor viiv na zkoumany argument? Zde zkoumame dva vzorky - jeden pri puisobeni

daného faktoru, druhy bez jeho piisobeni.

Resené ulohy
Priklad 12.3.2. Odbératel dostava zativky od dvou dodavatelti. Pii hodnoceni kvality

zativek se sleduje také pocet zapojeni, ktery snesou zafivky bez poSkozeni. Zkousky

vyrobkul vedly k témto vysledkiim:

dodavatel A: 2139 2041 1968 1903 1952 1980 2089 1915
2389 2163 2072 1712 2018 1792 1849
dodavatel B: 1947 1602 1906 2031 2072

1812 1942 2074 2132

Oveétte hypotézu, ze kvalita obou dodavek je stejna. Hladinu vyznamnosti volte p = 0,05.

Refeni: V Excelu vypoéteme charakteristiky obou soubort:
ny = 15 M; = 1998,8 S,* = 25444,69

n,=9 M,=1946,4 S,* = 23554,25

Nejdtive provedeme F-test:

Testovaci kritérium:

o1 _n n,—-1.8" 15 9-1 .25444,69

F=== s (11,0288
o, M n-1.5, 9. 15-1.23554,25
Kriticka hodnota:

Foo025(14,8) = FINV(0,025;14:8) = 4,1297
Ptijmeme tedy hypotézu o shodé rozptyli 61° = o,°.

Dale tedy postupujeme jako v piipad¢ a):
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Testovaci kritérium:

M, -M, \/nl.nz. n+n,—2

Jn.SZ+n,.S2 n+n,

~ 1998,8-1946,4 \/15.9. 15+9-2
\15.25444,69 +9.23554,25 15+9

T=

10,756

Kriticka hodnota:

t0,05(22) = TINV(0,05;22) = 2,074

Zaver:

Testovaci kritérium nepiekrocilo kritickou hodnotu, pfijmeme Ho: 1 = po. Kvalita

obou dodavek je stejna.

Tato tloha se d4 v Excelu fesit 1 jednodusSim zpisobem, mame-li nainstalovan
doplinkovy nastroj Excelu Analyza dat (instalace je podrobnéji popsano v 7.kapitole,
pfikladu 7.3.1.). Tento dopln€k by mélo byt mozné spustit z nabidky Nastroje.

V dialogovém okné Analyza dat klepneme na analyticky néastroj Dvouvybérovy t-test
s rovnosti rozptyld. Objevi se nam okno, do kterého zadame vstupy, tj. 1. soubor
hodnoty od dodavatele A, 2. soubor hodnoty od dodavatele B. Vystupem pak bude

nasledujici (nebo velmi podobnd) tabulka:

dodav A dodav B
Stf . hodnota 19935 1945 444
Fozptyl 27262 AT 6495 53
Pozorovani 15 9
Spoledny rozptyl 26934 45
Hyp. rozdil =tF . hoodnot 1]
Rozdi 22
tstat
P(T==t1(1) 0225562
t krit (17 1717144
P(T==t1(2) 0457724
b krit (2 [ z073875]

V této tabulce mame vSechny potiebné tdaje.

Tuto Glohu si muZete oteviit vyfeSenou v Excelu.

Priklad 12.3.3. Pfi antropologickych méfenich obyvatelstva Egypta byla mimo jiné
sledovana Sitka nosu (cm) u skupiny muzii 21-50 letych na severni ¢asti zemé a u skupiny
stejné starych muzi z jizni ¢asti. Naméfené vysledky viz v tabulce. Posudte vyznamnost

rozdilu ve vysledcich. Hladinu vyznamnosti volte p = 0,05.
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sever 3,6 41 33 34 3,7 31 40 40 36 30 33

jih

37 43 33 34 34 33 36 40 34 37
43 39 43 38 41 42 38 39 38 38 40 37

39 44 37 38 39 39 40 41 38 4,0 43

ReSeni: V Excelu vypoéteme charakteristiky obou soubort:

n; =21 M; = 3,580952 S;2=0,112971

n, =23 M, = 3,973913 S,% = 0,0429249

Nejdiive provedeme F-test:

Po dosazeni do testovaciho kritéria vysla hodnota:

F =2,763409

Kritickd hodnota:

Fo,025(20,22) = FINV(0,025;20;22) = 2,38898

Tudiz nemiizeme piijmout hypotézu o shodé rozptyli: 61° # 65°.

Dale tedy postupujeme jako v piipadé b):

Testovaci kritérium:

— Ml -M 2

Jn-1.87+ 0182
3,580952-3,973913

) \/ 23-1.0,112971+ 21-1 .0,041059

=—-4,53304

T

\/ n-1.n,-1-=

\/ 21-1.23-1 =

Kritickd hodnota, po dosazeni:

n,-1.5t n-1+n-1.S82t n,-1
t, = R 2P 2 ~ 2,083
n,-1.5+ n-1.5;

Zaver:
Testovaci kritérium v absolutni hodnot¢ piekrocilo kritickou hodnotu, nemtizeme

pfijmout Ho. Sitky nosu na severu se lisi od téch na jihu.

Stejné jako u predchozi llohy miZeme vyfesit v Excelu i pomoci dopliikového
nastroje Analyza dat. V dialogovém okné Analyza dat klepneme na analyticky nastroj
Dvouvybérovy t-test s nerovnosti rozptyld. Objevi se ndm okno, do kterého zaddme
vstupy, tj. 1. soubor hodnoty ze severni ¢asti zem¢, 2. soubor hodnoty z jihu.
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Vystupem bude opét nasledujici (nebo velmi podobnd) tabulka:

| Sever S
Stf . hodnot 3,280952 3873913043
Rozptyl | 0418619 0,042524904
Pozarawan iy 23
Hyp. razdil 0
Rozdi 32
t =tat -4 535304

PrT=t) (13| 3,54E-05
theiti1) | 1693588
PiT==t) (2| 7 58E-05
theiti2) | 2036932

V této tabulce opct najdeme vSechny potiebné udaje.

Tuto Glohu si muzete oteviit vyfeSenou v Excelu.

12.3.3. Studentiiv test pro parované hodnoty

Predpoklady:

Ze dvou normélné rozloZenych zékladnich souborii s parametry i1, 61° a 2, 62° byly vybrany
dva vybéry se stejnymi rozsahy n. Pfitom kazdému prvku prvého vybéru X;; odpovida prave
jeden prvek druhého vybéru Xoi. Vznikly tedy pary (Xii ; X2i), 1 =1, ... n.

Nulova hypotéza:

Ho: u1 = p2, coz lze jinak zapsat: d = 0, kdyz d je stiedni hodnota rozdilt d; = Xy - X , tedy:
_ Z X — Xy .
=t @@ @ - X
n =X -
Alternativni hypotéza:

Hi: i # pe nebo tedy: d #0

Testovaci kritérium:

(S¢ je smérodatna odchylka hodnot d;)
Veli¢ina t ma Studentovo rozlozeni s n - 1 stupni volnosti t(n - 1).
Zavér:

Jestlize | t| > ty(n - 1), zamitneme hypotézu Ho.
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Resené ulohy

Priklad 12.3.4. Stanoveni thiocyanového iontu (SCN-) bylo paralelné provedeno dvéma

metodami (Aldridge a Barker) na 12 vzorcich. Srovnejte obé metodiky otestovanim

vysledkd. Hladina vyznamnosti p = 0,05.

Aldridge 0,38 0,56 0,45 0,49 0,38 041 0,6 0,36 0,26

Barker

ReSeni:

0,39 058 044 052 041 045 059 0,37 0,28

Nejprve vytvoiime veli¢inu d:

Aldridge 0,38 ' 056 045 049 038 041 06 0,36

Barker

di

039 058 044 052 041 045 059 0,37

-0,01 -0,02 0,01 -0,03 -0,03 -0,04 0,01 -0,01

Z tabulky jednoduse vypocteme potiebné charakteristiky:

_ 24
g4 _012_

= =-0,01
n 12

(nebo v Excelu pomoci funkce PRUMER)

Obdobné smérodatnou odchylku:
sq¢ = 0,018257

Testovaci kritérium:

t= \Hwﬂ _ 001511 11,816

,8166

s,  0,018257

Kriticka hodnota:
toos(12 - 1) = TINV(0,05;11) = 2,201

10 11 @ 12

0,41 043 04

0,42 0,42 0,38

0,26 041 043 04

0,28 042 042 0,38

-0,02  -0,01 0,01 0,02

Testovaci kritérium nepiekrocilo kritickou hodnotu, pfijmeme Ho. Ob& metodiky

davaji stejné vysledky.

Tuto Glohu si miiZete oteviit vyfeSenou v Excelu.
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Piejdéme nyni k ukdzkam testl neparametrickych, u nichz se nezamétujeme na hodnoty
nékterych parametrii zdkladniho souboru, ale studujeme shodu rozloZeni ndhodné veliCiny.
Ovérujeme tedy napt., zda urCity teoreticky zakladni soubor mize byt modelem pro
studovany vybér, zda rozlozeni téchto souborii je mozno povazovat za totozna. Pfedved'me

nékteré testy dobré shody.

12.4. Testy dobré shody (testy priléhavosti)

12.4.1. Pearsoniiv test dobré shody - ° test pro jeden vybér

Predpoklady:

Necht vysledky pozorovani jsou roztiidény do k skupin a v kazdé skuping je zjisténa
skupinové Cetnost Nej (Cetnosti experimentdlni). Uvazujme urcité rozdéleni, které budeme
povazovat za model pro nas vybér. Pro kazdou tfidu urc¢ime teoretické, modelové, ocekavané
¢etnosti Ngj (j = 1,...,K).

Nulova hypotéza:

Ho: Zakladni soubor ma oc¢ekavané rozlozeni, tzn. ze ¢etnosti Ngja Noj (j = 1,...,K) se 1isi pouze
nahodné.

Testovaci kritérium:

2

Tato veli¢ina ma Pearsonovo rozloZeni x* s v =k - s - 1 stupni volnosti. Veli¢ina s zna&i pocet
parametrt ocekavaného rozlozeni odhadnutych na zékladé vybéru.
Zavér:

Jestlize x> >y, (K - s - 1), zamitneme hypotézu H.

Poznamky

Pri pouziti tohoto testu se vyZaduje splnéni téchto podminek:
- vSechny ocekavané tiidni Cetnosti maji byt vetsi nez 1,
- nejvys 20 % ocekavanych tridnich miiZe byt mensich nez 5,

- nedoporucuje se volit pocet trid vétsi nez 20.

Ef A o
x *
t* **
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Nejsou-li  spinény, Ilze prikrocit k slouceni sousednich trid v nezbytném rozsahu.
Pozn. ke stupiiim volnosti: Oveérujeme-li napr. normalitu zdkladniho souboru, je S rovno 2,
protoze teoretické normalni rozlozeni se stanovuje na zakladé odhadu stredni hodnoty a

disperze vyberu, tedy na zaklade dvou charakteristik.

Resené ulohy

Priklad 12.4.1. Je dan statisticky soubor. Na hladin¢ vyznamnosti 5 % otestujte hypotézu,

7e soubor ma normalni rozdéleni.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 12
obsah Al,O3 8-9 9-10 10-11 11-12 12-13 13-14 14-15 15-16 16-17 17-18 18-19 19-20

Nei 2.5 7 19 | 52 57 72 61 19 14 4 1

Reseni: Nejdiive vypoéteme prisluiné charakteristiky, tj. parametry normalniho
rozdéleni - sttedni hodnotu a rozptyl. Vypocet provedeme zpiisobem, ktery byl

popsan v 7. kapitole, pfikladu 7.4.1.:

obsah tFidni

i A0y | znak x, f; )i fi | G- F;
1 g-9 8.5 2 17| B3 02094
2 9-10 95 5 47 5| 106 4182
3 10- 11 105 7 735 91 39755
4 11-12 115 15 21845 129 7692
A 12-13 125 52 BAO[ 135 3622
B 13- 14 135 a7 769 A 2144809
7 14 - 15 14 5 72 1044 1076006
g 15 - 16 155 B1 9455 117 27N
g 16 - 17 165 19 313 5| 108 21597
10 17 - 18 175 14 245( 160 5651
11 18- 19 185 4 74| 7B 55539
12 19 - 20 195 1 196| 29 01526
= N= 313 4417.5| 1050,224
1411342 3,272014

1,808871

Stiedni hodnota:

M = iz x f, = 44175 =14,11342
N 4 313

Ef A o
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Rozptyl:

h? 1
S?=n,=n——==>" x-
27 12 N4

1050, 224

313

Smérodatna odchylka:

S =4/3,272014 =1,808871

-—=3,27/2014
12

9 2
M-
12

Pomoci parametri normalniho rozdéleni miizeme vypocitat o¢ekavané cetnosti No;:

Uvedeme napt. vypocet No1:

No1 = N.P(8 <X <9) =313.(F(9) - F(8)) = (v Excelu) =
= 313*(NORMDIST(9;14,11342;1,808871;1) -

- NORMDIST(8;14,11342;1,808871;1)) =

=0,6220961

Zbylé ocekavané Cetnosti vypocteme analogicky, viz. tabulka:

. ohsah

' AloDs Y, Mo

1 g-39 2 0 220961
2 9-10 g 28582712
3 10- 11 7 9 7422953
4 11-12 19 24 4009
o 12-13 o2 4b 25248
B 13-14 a7 B4 440552
7 14 - 14 72 bb BE1732
a 15- 16 B1 61,187338
9 16-17 19 29 176478
10 17 -18 14 12343305
11 18-149 4 38780334
12 19-20 1 09025231

Z tabulky je patrné, Ze nejsou splnény vSechny podminky z pfedchozi pozndmky,

proto slou¢ime ttidy 1,2 a t¥idy 11,12:
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II"II .
DhSah 3 Ir-l| l:'.l. L Ir-lI l:'.l. {nEf -nl:ln')'lzl'fntll'

Al 05 shudent td
g-4d 2 0 5220951
5.10 c 2 8582712 7 3480367 | 3555341315
10-11 7 Q7422953 7 Q742295 | 07719105871
11-12 149 24 B4009 149 24 54009 | 1 291010614
12-13 52 A5 25248 52 45 25248 | 0 714209942
13-14 57 G4 446382 57 G4 44683 | 0 BE04923544
14 -15 72 G BE1732 72 Gh BR173 | 0427483209
15-16 F1 51,187338 E1 51,18734 | 1 881095963
9 16 - 17 19 29176478 19 29176845 | 3 5459458607
10 17 - 18 14 12,343305 14 12,34331 | 0 222358324

1 | 18-19 4 |35750334
12 | 19-20 | |oomsay| & | 4777557 | 0010358087
TK: 1328772418

=
®

D~ 5O m &= Wk =

Po slouceni ttid jsou vSechny podminky splnény, v poslednim sloupci je vypoctena

hodnota testovaciho kritéria:

2
N, — N,
=Y —4 2 =132877
i noi
Kriticka hodnota:
220 10-2-1 = %, 7 =CHIINV(0,05;7) =14,067
Zaver:
Testovaci kritérium nepiekrocilo kritickou hodnotu. Dany soubor ma normalni

rozdéleni.

Tuto Glohu si muZete oteviit vyfeSenou v Excelu.

12.4.2. Kolmogoroviv-Smirnoviiv test dobré shody pro jeden vybér

Predpoklady:

Necht’ vysledky pozorovani jsou rozttidény do k skupin a v kazdé skuping je zjisténa
skupinova Cetnost Ngj (Cetnosti experimentalni). Uvazujme urcité rozdéleni, které budeme
povazovat za model pro nas vybér. Pro kazdou tfidu uré¢ime teoretické, modelové, ocekavané
¢etnosti Ngj (j = 1,...,K).

Pro empirické i teoretické ocekavané rozdéleni stanovime kumulativni Cetnosti Nej a N,
j=1..k

Nulova hypotéza:

Ho: Zakladni soubor mé o¢ekavané rozloZeni, tzn. Ze Cetnosti Nej a Noj (j = 1,...,K) se lisi pouze

Ef A o
x *
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nahodné.

Testovaci kritérium:

1

D, ==.max|N, - N,

n

1

-k

Tato veli¢ina ma specialni rozlozeni, jehoz kritické hodnoty jsou tabelovany pro n < 40 (viz

tabulky). Pro n > 40 se pocitaji podle ptibliznych vzorci.

Pro hladinu vyznamnosti p = 0,05 je

pro hladinu vyznamnosti p = 0,01 je

1,36
D1;o,05 n :ﬁ’

1,63
D1;o,01 n :ﬁ-
Zavér:

Jestlize D1 > Dy;p, zamitneme hypotézu Ho.

Resené ulohy

Priklad 12.4.2. VyuZijeme zadani ptikladu 12.4.1. a Glohu vyieSime pomoci

Kolmogorovova - Smirnovova testu pro jeden vybér:

ReSeni: Parametry normalniho rozdéleni a ocekavané Cetnosti jsme uz vypocetli v

piiklad€ 12.4.1., staci dopocitat kumulativni Cetnosti a testovaci kritérium:

- 233 -

i | obsah n . M e po N i N N Mo - Mo
Aly Oy shuent
! 8-3 2 7 3. 480567 7 3480367 | 3,519633
21 9-10 ] ' ' '
3 |1m-n 7 7 9 742295 14 1322266 | 0777337
4 111-12 19 19 | 24 (4009 a3 37 AR2TE | -4 BRATS
5 112-13 52 52 | 4B 25248 a5 a4 11523 | 0884767
B |13-14 57 57 | B4 44688 142 148 5621 | -R5E212
7 |14-15 72 72 | BB BRE173 214 2182238 | -1.22984
g8 |15-16 1 61 |51,18734 278 266,4112 | 8,588815
9 |116-17 19 19 | 29,17643 294 295 5877 | -1 58766
0117 -18 14 14 12,34331 J0g 307 931 | 0,082032
11 118-19 4
12 [ 19- 70 i 5 4 777EA7 313 12,7085 | 0291476
n= 313 T 0,027T44
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Testovaci kritérium:

1

D, =—.max|Nei — Noi| =W =0,02744.
n 313

Kritickd hodnota:

Dygos 313 = ﬁ =0,076872.

V313

Testovaci kritérium nepiekrocilo kritickou hodnotu. Dany soubor ma normalni

rozdéleni.

Tuto Glohu si muzete oteviit vyfeSenou v Excelu.
Ptedchozi dva testy ovétovaly, zda rozloZeni vybéru neodporuje predpokladu o urcitém

rozlozeni zakladniho souboru. Nésledujici test bude ovétovat, shodu rozlozeni dvou vybéra.

12.4.3. Kolmogoroviiv-Smirnoviv test dobré shody pro dva vybéry

Predpoklady:

U dvou vybérovych souboru s rozsahy n; a n, bylo provedeno roztiidéni do k skupin a
zjiStény kumulativni tfidni Cetnosti pro kazdou tfidu: Nyja Naj. Fyja Fz; jsou pak prislusné
ttidni relativni kumulativni Cetnosti.

Nulova hypotéza:

Oba vybérové soubory maji totéz rozlozeni (pochazeji tedy z téhoz zakladniho souboru).
Testovaci kritérium:

a)n; =ny;<40

D, = m?x\Nlj =Ny|, j=1-k

ma specidlni rozloZeni, jeho kritické hodnoty se vyctou z ptislusnych tabulek (viz tabulky),
b) n; > 40 a n, >40 (i rtizné velké):

D, = m?X‘Flj ~Fyl i=1- k.

Kritické hodnoty se pocitaji podle vzorcii:

prop =0,05je

n, +n
D,, 0 =136, [ —2a
" n,.n,
]
t****
4
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prop=0,01je
n +n
D2;0,01 =163, [——=.
n.n,
Zaver:

Jestlize Dy > Dy.p(n1,n2), zamitneme nulovou hypotézu Ho.

Resené ulohy
Priklad 12.4.3. Ve dvaceti vybranych zavodech byly zkouSeny dva typy filtri odpadnich
vod. Bylo zjistovano, jaké procento necistot filtr zadrZi, a to tak, Ze nejprve byly

instalovany filtry 1. typu a po urcité dobé filtry 2. typu. Vysledky jsou v tabulce. Zjistéte,

jestli se porovnavané filtry kvalitativné lisi.

mnozstvi
zadrzenych |10 20 30 40 50 60 70

necistot (v %)

Ny 1 23 8|51 0
N2 0/2 3|2 3|7 3
ReSeni:

Ho: Dva zakladni soubory mayji totéz rozdéleni (porovnavané filtry se kvalitativné
nelisi).

Volime hladinu vyznamnosti p = 0,05

mnozstvi
Zadrienjmh Nyj | N2j N1,j Nzyj |N1,j-N2,j|

necistot (v %)

10 1 0 1 O 1
20 2 2 3 2 1
30 3 3 6 5 1
40 8 2 14 7 7
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50 5 3 19 10 9
60 1 7 20 17 3
70 0 3 20 20 0
Y= 20 20

Z tabulky vidime, Ze n; = ny < 40, tudiz testovaci kritérium:

D, =mjax\N1,j -N, =9

Kritickd hodnota:

D2.0,05(20) = 9 (viz tabulky)

Zaver:

D, = D2.005(20) = 9, zamitneme Ho.

Filtry se kvalitativné 1i8i.

Tuto Glohu si muZete oteviit vyfeSenou v Excelu.

Existuji i neparametrické testy, které neovéiuji rozlozeni vybérového souboru. Uved'me
test, ktery se snazi zjistit, zda vybérovy soubor neobsahuje udaj zatizeny hrubou chybou

méfeni, popf. chybou v zapise. Jde 0 jeden z testi extrémnich odchylek.

12.5. Testy extrémnich hodnot

12.5.1. Dixoniiv test extrémnich odchylek

Predpoklady:

Ve vybérovém souboru o rozsahu n je x; = min(x;), resp. X, = max(x;) (napf. hodnoty jsou
setazeny podle velikosti od X; do Xp).

Nulova hypotéza:

Ho: Hodnota x; (nejmensi hodnota), resp. X, (nejvétsi hodnota) se nelisi vyznamné od

ostatnich hodnot souboru.

Ef 4 o
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Testovaci kritérium:
X, =X X —X

Ql — 2 1 , nebo Qn — n n-1 ,
Xn - Xl Xn - Xl

podle toho, testujeme-li minimalni nebo maximalni hodnotu ve vybéru. Kritické hodnoty Qu;p,

resp. Qn;p se vyctou z piisluSnych tabulek (viz tabulky).
Zavér:

Jestlize Q1 > Qu;p, resp. Qn > Qn;p, zamitneme nulovou hypotézu Ho.

Test extrémnich odchylek je moZzno ovSem také provést uzitim parametrického testu:

12.5.2. Grubbsiv test extrémnich odchylek

Predpoklady:

Ve vybérovém souboru o rozsahu n je X3 = min(x;), resp. X, = max(x;) (napf. hodnoty jsou
setazeny podle velikosti od X; do Xy). X je stiedni hodnota vybéru, S je vybérova smérodatna
odchylka.

Nulova hypotéza:

Ho: Hodnota Xy, resp. X, se nelisi vyznamn¢ od ostatnich hodnot souboru.

Testovaci kritérium:

lex—xl an—x

podle toho, testujeme-1li minimalni nebo maximalni hodnotu ve vybéru.

,resp. T, =

Kritické hodnoty Tip, resp. Tp:p se vyctou z piislusnych tabulek (viz tabulky),
Zavér:

Jestlize T1 > Ty, resp. T > Thyp, zamitneme nulovou hypotézu Ho.

Poznamka
Vede-/i test k zaveru, ze extrémni hodnotu je treba ze souboru vyloucit, je treba sestrojit znovu

vSechny vybérové charakteristiky (ze souboru bez extrémni hodnoty) pro pripadné dalsi

Vypocty.
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Resené ulohy

Priklad 12.5.1. Pfti kalibraci titraéni metody k stanoveni krevniho cukru bylo provedeno 12

paralelnich analyz z jednoho vzorku s vysledky v tabulce. Otestujte, zda hodnota 98 neni

chybna.

83 88 84 78 82 82

86 81 98 83 85 80

Dixonovym testem:
X1 = 78 (nejmensi hodnota)
Xn-1 = 88 (druha nejvetsi hodnota)

Testovaci kritérium:

Q - X =Xy _ 98-88 _0,
X,—% 98-78
Kriticka hodnota:

Q12:0,05 = 0,376;
Q12001 = 0,482 (viz tabulky).

Zaver:

Testovaci kritérium piekrocilo kritickou hodnotu (pro obé zkoumané hladiny

vyznamnosti). Zamitame nulovou hypotézu Ho.

Hodnota 98 se vyznamné 1iSi od ostatnich hodnot.

Grubbsovym testem:

Nejdtive vypocteme potiebné charakteristiky:

X
Testovaci kritérium:

T KX 98 -84,16667
" S 4,896144

Kriticka hodnota:
Q12:0,05 = 2,387,
Q12:001 = 2,663 (viz tabulky).

84,16667 S=4,896144

2,825

- 238 -
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Zavér:
Testovaci kritérium ptekrocilo kritickou hodnotu (pro ob¢ zkoumané hladiny
vyznamnosti). Zamitame nulovou hypotézu Ho.

Hodnota 98 se vyznamné¢ lisi od ostatnich hodnot.

Tuto Glohu si muzete oteviit vyfeSenou v Excelu.

Uved’'me jeste test, ktery se tyka koeficientu korelace u dvojrozmérné ndhodné veli¢iny.

12.6. Testy o koeficientu korelace

12.6.1. Test linearni nezavislosti v zakladnim souboru

Predpoklady:
Dvojrozmérny zakladni soubor ma normalni rozloZeni a korela¢ni koeficient p.
Nahodny vybér z tohoto souboru ma rozsah n a koeficient korelace R.

Nulova hypotéza:

p=0

Testovaci kritérium:
R

t=——A/n-2

J1I-R?
Tato veli¢ina ma Studentovo rozlozeni s n - 2 stupni volnosti t(n - 2).
Zavér:

Jestlize |t| >t, n —2 , zamitneme Ho.

Poznamka
Odmitnuti nulové hypotézy znamena pripusténi alternativni hypotézy, Ze mezi sloZkami

nahodné veliciny je korelace, nejsou linearné nezavisle.
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Resené ulohy
Priklad 12.6.1. Otestujte na hladin¢ vyznamnosti p = 0,05, zda u dvojrozmérné veliiny

dané v tabulce, mize jit o linearni zavislost.

x 00 05 10 15 20 25 3,0

y 0017 31 3839 38 30

ReSeni: Pouzijeme piedchozi test linearni nezavislosti v zdkladnim souboru.
Nejdiive (napt. v Excelu vypocteme vybérovy koeficient korelace:
R =0,752064.
Tuto hodnotu dosadime do testovaciho kritéria:

. R 2= 0,752064

JI-R? J1-0,7520642

Kriticka hodnota:
to,05(7-2) = TINV(0,05;D22) = 2,570582.

AT—-2112,551495.

Zaver:
Hodnota testovaciho kritéria nepiekrocila kritickou hodnotu.

Neni nutno zamitnout hypotézu o linearni nezavislosti x ay.

Tuto Glohu si muzete oteviit vyfeSenou v Excelu.

K procvieni ptredchozich poznatki si oteviete sbirku uloh, ve které najdete mnoho

feSenych 1 nefeSenych ptikladi z matematické statistiky.
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N
LN

Ulohy k samostatnému feseni

12.1. Dva automaty vyrabéji soucastky téhoz druhu. Ze soucastek vyrobenych na prvnim
automatu jsme zméfili N; = 9 soucastek, ze soucastek vyrobenych na druhém automatu
N, = 12 soudéstek. Vybdrové disperze méfené délky jsou ;2 = 6 um, s,2 = 23 pum.

Miuzeme ptijmout hypotézu o rovnosti disperzi na hladin¢ vyznamnosti 0,05?

12.2. Kazdé ze dvou poli bylo rozdéleno na 10 lant a zaseto obili. Pfitom na ldnech prvniho
pole bylo pouZito specialni americké hnojivo. Vynosy z lant prvniho a druhého pole
mély priméry X, = 6; X, = 5,7 arozptyly 5,2 = 0,064; s,° = 0,024. Zjistéte na 5%

hladin¢ vyznamnosti, jestli hnojeni mé¢lo pritkazny vliv na vynosy.

12.3. Dvé skupiny studentt provadély shyby na hrazdé s témito vysledky:

. skupina:

pocetshybt 0 3 56 7 8 9 10

Cetnost 22387 431
I1. skupina:

poéetshybt 4 56 78 9 10

cetnost 1 458 8 2 2
Proved’te F-test pro p = 0,05.

12.4. U dvou vzorki byly zméteny zakladni charakteristiky: n; = 10, X_1 = 26,5; 312 =45;
n, =5, X_2 = 28; 522 = 5,8. Jsou stiedni hodnoty obou vzorkii vyznamné odlisné na
hladin€ vyznamnosti 5 %?

12.5. U dvou vzorki byly zméfeny zékladni charakteristiky: n; = 10, X_1 =18; 512 =0,85;

n, = 6, X_2 =14; Szz =0,22. Jsou stfedni hodnoty obou vzorkid vyznamné odli$sné na

hladin€ vyznamnosti 5 %?

12.6. Svaly horni konéetiny byly cyklicky namahany az do uplného vypovézeni funkce.
Hmotnost zavazi byla konstantni a délka prestavky mezi sériemi byla 30 sekund.

Otestujte, zda jsou ob€ koncetiny stejné silné.
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série 1 2/3 4/56/7 891011
koncetinaP 20 73 /2/2/2/1 1 1. 0 |0

koncetinalL 119 63 /3/2/2/2 1 11 |0

12.7. Provérte na 5% hladin€ vyznamnosti, zda soubor ma rovnomérné rozdéleni, kdyz pro
nahodny vybér byly zjistény tyto Cetnosti jednotlivych tiid:
10, 21, 0, 8, 12, 6, 8, 13, 11, 11.

12.8. Zjistéte, zda nejmensi hodnota v daném souboru je extrémné odchylena od ostatnich.

Hladinu vyznamnosti volte p = 0,05. Testovany soubor:

111,2  112,4 1146 954 105,6 107,7 1083 111,8 1153 109,1
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Testovani hypotéz

Vysledky uloh k samostatnému reseni
12.1. ano
12.2. ano
12.3. zamitame nulovou hypotézu
12.4. ne
12.5. ano
12.6. ob¢ koncetiny jsou stejné silné
12.7. nema

12.8. je extrémné odchylena
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N
AN

PRAVDEPODOBNOST A STATISTIKA - SBIRKA ULOH

Ulohy k samostatnému feseni

(Odkazy ukazuji na sesity excelu, v nichZ jsou uvedené piiklady vyfeSeny, pokud neni
uvedeno, ze jde o "zadani". V jednom seSit¢ mize byt uvedeno vice prikladi. Text prikladu je
mozno zkopirovat do vlastniho seSitu excelu a fesit tlohy samostatné. Nékteré piiklady byly

uvedeny v piedeslém textu.)

(0020.xIs)
Byly sledovany vysledky béhu na 50 m (ve vtetfinach) u skupiny desetiletych chlapcii a divek.
Posud’te ziskané vysledky z hlediska vyrovnanosti vykonil v jednotlivych skupinach.
Chlapci:
1 2 3 4 5 6 7 8 |9 10 11| 12 13 14 |15 16 | 17

10,809,30 9,40 9,90 10,20 9,30 9,40 8,90 8,90 9,60 9,70 /10,60 9,40 9,50 9,60 10,00 9,30

18 |19 20 21 22 23 24 25 26 27 |28 29 30 31 32 33
9,40 8,40 9,80 8,80 9,20 9,50 9,80 9,00 10,50 9,40 9,30 9,90 9,10 9,60 8,70 8,10

Divky:
1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10 |11 | 12 | 13 | 14
10,70 /10,80 10,00 10,60 9,2010,20 9,90 10,00 9,30 10,20 9,80 10,00 10,00 11,00

15 16 | 17 | 18 (19 20 (21 22 (23 24 (25 26 |27 | 28

12,00/10,00 10,00 11,20 9,40/10,70/9,30/10,10 9,10 10,20 9,30 10,00 9,40 10,90

N
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(0021.xls)
Odbératel dostava zativky od dvou dodavatelti. Pfi hodnoceni kvality zativek se sleduje také
pocet zapojeni, kterd snesou zativky bez poskozeni. Zkousky vyrobkl vedly k témto

vysledkiim:

dodavatel A: 2139 2041 1968 1903 1952 1980 2089 1915
2389 2163 2072 1712 2018 1792 1849
dodavatel B: 1947 1602 1906 2031 2072

1812 1942 2074 2132

Oveéite hypotézu, ze kvalita obou dodavek je stejna. Hladinu vyznamnosti volte p = 0,05.

(0022.xls)

Pti antropologickych métenich obyvatelstva Egypta byla mimo jiné sledovana $itka nosu
(cm) u skupiny muzi 21-50 letych na severni ¢asti zemé a u skupiny stejné starych muzi z
jizni ¢asti. Namétené vysledky viz v tabulce. Posud’te vyznamnost rozdilu ve vysledcich.

Hladinu vyznamnosti volte p = 0,05.

sever 36 41 33 34 37 3,1 40 40 36 3,0 33
37 43 33 34 34 33 36 40 34 3,7
jih 43 39 43 38 41 42 38 39 38 38 40 3,7

39 44 37 38 39 39 40 41 38 40 43

(0023.xls)

Stanoveni thiocyanového iontu (SCN-) bylo paraleln¢ provedeno dvéma metodami (Aldridge
a Barker) na 12 vzorcich. Srovnejte obé metodiky otestovanim vysledki. Hladina

vyznamnosti p = 0,05.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 | 12
Aldridge 1 0,38 | 0,56 045 0,49 038 041 06 0,36 0,26 041 043 04

Barker 1 0,39 0,58 0,44 052 041 045 059 0,37 028 042 042 0,38
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(0025.xls)
Pti sériové vyrobe ur¢itého predmétu byly na podklad¢ kontrolnich méfeni zjiStovany vadné
vyrobky vyrobené v kazdé hodin¢ béhem jedné smény. Ovéite, zda vyskyt vadnych vyrobki

bé¢hem smény je rovnomérny.

hodinavyroby ' 1 (2 '3 4 |5 6 | 7 '8

pocet zmetkd | 29 |7 27 61 87 110 101 42

(0026.xIs)
Otestujte na hladin€ vyznamnosti p = 0,05 hypotézu, Ze zékladni soubor, z né¢hoz jsme vybrali

vzorek, ma normalni rozlozeni. Variacni fada je dana tabulkou:

X | 220 | 230 | 240 | 250 260 270 280

fix 2 5 |25 38 20 7 3

(0027 .xIs)

Najdéte korela¢ni matici pro dvojrozmérny statisticky soubor dany ¢etnostni tabulkou:

x\y 20 30 40 50 60 70 80
250 119 5
350 23 116 11

450 1 41 98 9

550 4 132|657

650 1 |4 21 46 3

750 12 |11/13 |1
850 132
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(0028.xIs)

Urcete oboustranny konfiden¢ni interval rozptylu normalné rozloZzeného zékladniho souboru
pro hladiny spolehlivosti 0,90; 0,95 a 0,99, kdyz u vybéru s rozsahem n = 12 byl zjistén
rozptyl 0,64. Posud’te ziskané vysledky.

(0029.xIs)

Mgtili jsme pramér vackového hiidele na 250 soucastkach. Predpokladame normalni
rozdéleni souboru. Z vysledkd méfeni jsme urcili vybérovy primér a vybérovou disperzi

Xp = 995,6, s? = 134,7. Ur&ete interval spolehlivosti pro stiedni hodnotu zakladniho souboru

pfi hladin€ vyznamnosti 5%.

(0029 .xIs)

Pti méfeni kapacity sady kondenzatorti bylo provedeno 10 méteni s vysledky:
152 | 156 | 148 | 153 | 150 | 156 | 140 | 155 | 145 | 148

Odhadnéte interval spolehlivosti pro kapacitu téchto kondenzatori se spolehlivosti 90 %,

resp. 95 %.

(0029.xls)

Bylo zkouseno 30 ndhodné vybranych ocelovych ty¢i k uréeni meze kluzu urc¢itého druhu
oceli. Po zpracovani vysledkt byla urena jeji empiricka stiedni hodnota 286,4 MPa a rozptyl
121 [MPa?].

a) Urcete intervalovy odhad parametrd zakladniho souboru s 95% spolehlivosti.

b) Kolik vzorki by bylo tfeba zvolit, aby chyba uréené stiedni hodnoty nepiesahla 2 MPa?

(0031.xls)

Zpracovani dvojrozmérného souboru daného linearni tabulkou hodnot.

X |27 31|87 |93 |114 124 | 190 193 | 250 254 | 264 272

y|28 |21 |71 /36 30 | 43 54 54 |59 25 | 82 22

308 | 324 | 371 | 372 | 440 | 442 | 502 | 503 | 506 | 522 | 556 | 620 | 624

38 |22 |56 63 |46 | 24 | 33 |40 41 | 28 53 | 38 | 66
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(0030.xls)

Zpracovani dvojrozmérného statistického souboru daného Cetnostni tabulkou.

x\y 20 30 40 50 60 70 80
250 19 5
350 23 116 11

450 1 41 98 9

550 4 132 657

650 1 4 21 46 3

750 1 2 11 13 1
850 1 3 2

(zadani 0033.xls)
Urcete decily, kvantily a median statistického souboru dané¢ho varia¢ni fadou:

a)
12 3 4 5 6 7
fi 2 15|16 17 14 13 2
b)

Xk 2,3 456

fi 6 11 /18 12 8

(zadani 0033.xls)
Urcete primérnou dobu, kterou potiebuje k splnéni tikolu druzstvo vojaki, kdyZz vojaci A a B

k tomu potiebovali 3 min., vojaci C, D 5 min. a vojak E 6 min.

(zadani 0033.xs)
Ridi¢ ndkladniho automobilu ujel 150 km, z toho 20 km rychlosti 30 km//h, 30 km rychlosti

40 km/h, 50 km rychlosti 60 km/h 10 km rychlosti 70 km/h. Urcete primérnou rychlost auta.
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(zadani 0033.xls)
Urcete variacni interval, variani rozpéti, aritmeticky primér, rozptyl, smérodatnou odchylku

a variacni koeficient mnozstvi srazek naméfenych (v mm) v Brn€¢ v obdobi let 1941 az 1960.

718,5  492,3 1 4315 5405 514,7 584,0 3850 532,0 5310 578,3

551,9 613,6 476,0 661,3 518,0 508,5 488,7 494,9 554,6 673,5

(zadani 0033.xls)
Urcete ro¢ni priimeér, smérodatnou odchylku a variacni koeficient prutoku Labe v r. 1968 na

uréitém misté, jsou-li znAmy mési¢ni pritoky (v m*/sec):

40,7 1 57,9 11210 74,8 51,6 455 41,4 87,7 56,8 129,0 99,2 1250

(zadani 0033.xls)

Mnohonasobnym méteni byla zjiSténa nasledujici variacni fada velikosti zatizeni silni¢niho
mostu (v kp/m?):

zatizeni | 300 | 350 = 400 & 450 500 550 600 650 700 750 800 X

fuk/In% 0 3,44 17,05 30,12 25,3 15,8 6,35 1,72 0,21 0,01 0O 100

Vypoctéte statistické charakteristiky sledované veliCiny.

(zadani 0033.xls)
Pti provérkach télesné zdatnosti 100 brancii se vykony ve skoku do dalky pohybovaly

v rozmezi 380 az 580 cm. Vysledky jsou shrnuty v tabulce:

stredy tfid | 390 1 410 | 430 1 450 | 470 | 490 | 510 | 530 | 550 | 570

fi 7 10 |14 22 | 25 12 | 3 3 2 2

Urcete vSechny momentové charakteristiky tohoto souboru (pfip. i s pouzitim Shepardovych

korekei).

(0034.xls)

Pti kalibraci titracni metody k stanoveni krevniho cukru bylo provedeno 12 paralelnich analyz

z jednoho vzorku s témito vysledky:
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83 /88 84 78 82 82 86 81 98 83 85 80 (mg%)

Otestujte, zda hodnota 98 neni chybna.

Nevérohodnost minimalniho obsahu byla zjisténa v souboru 10 silikatovych analyz zul.

Analyzou byly zjistény nasledujici obsahy SiOy:

¢islo vzorku 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

obsah SiO,v% 72,5 59,4 756 68,0 63,0 70,1 729 685 545 78,0

Muzeme vysledek 9. pozorovani povazovat za odlehly?

(0036.xIs)
Sledujte pocty absolventli Zemédé€lské vysoké Skoly ve Vidni (University fur Bodenkultur) od

Skolniho roku 1929/30 do 1990/91 pro obor zemédé€lstvi.

42 56 36 46 45 35 50 46 39 31 49 5 10 17 20
36 |65 74 144 1129 128 88 63 72 51 42 58 47 35 28
41 34 50 57 54 48 61 45 53 47 31 50 53 25 41
34 139 51 36 45 34 67 89 78 77 116 81 98 90 145

110

(0037.xls)

Urcete elementarni charakteristiky ristu casové fady sledujici vyrobu plynu v letech 1980 -

1985:

rok 1980 | 1981 | 1982 | 1983 | 1984 | 1985

vyroba (m® | 1286 | 1363 1 1393 | 1495 1571 1610

Nahodnym vybérem o rozsahu n = 10 byly vybrany vzorky paliva o vyhievnosti (adaje
v kJ/kg):

12016 | 11824 | 13253 | 11489 | 12335 | 12791 | 12167 | 13183 | 13428 | 12 446
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Ovéite na hladin¢ vyznamnosti 5 %, Ze uvedeny vybér pochdzi ze zékladniho souboru

normaln¢ rozlozeného se sttedni hodnotou 12500 kJ/kg a smérodatnou odchylkou 1000 kJ/kg.

(zadani 0041.xls)

Byly vytvotfeny dva soubory ndhodnych vybéri vzorkt paliva o rozsahu ny = n; = 100. U 1.
vzorku byl zjistén pramér 12 424 kl/kg a smérodatna odchylka 902 kJ/kg. U 2. vybéru primér
12 526 kl/kg a smérodatna odchylka 939 kl/kg.

Rozhodnéte na 5% hladin€ vyznamnosti, zda tyto oba vybéry pochazeji ze zakladniho
souboru se stejnou stfedni hodnotou.

(Pteformulujte tlohu vice do jazyka technika nez statistika, aby byl patrnéjsi divod provadéni

testu.)

(zadani 0041.xIs)

Kazdé ze dvou poli bylo rozdéleno na 10 lani a zaseto obili. Pfitom na ldnech prvniho pole
bylo pouzito specidlni americké hnojivo. Vynosy z lani prvniho a druhého pole mély praméry
X1 = 6; X2 = 5,7 a rozptyly s;> = 0,064; s,° = 0,024. Zjistéte na 5% hlading v§znamnosti, jestli

hnojeni mélo prikazny vliv na vynosy.

(zadani 0041.xls)

Dva druhy ocelovych pruzin byly vySetfovany z hlediska pevnosti v tahu. Bylo vySetieno n; =
145 pruzin typu A a nz = 200 pruzin typu B s témito vysledky:
m; = 31,40 kp/mm?, s; = 3,26 kp/mm?, m, = 29,84 kp/mm?, s, = 3,51 kp/mm>.

Zjistéte, zda rozdilnost hodnot je nahodné vysvétlitelna.

(zadani 0041.xls)
Meéfenim téZe veli¢iny dvéma pristroji A a B jsme béhem 8 dnti dostali u pfistroje A hodnoty

Uk a u pristroje B hodnoty vy.

den
k

ue 51,8 54,9 | 52,2 | 53,3 51,6 54,1 54,2533

v | 49,5533 506 520 46,8 505 52,1 53,0

Zjistéte, zda tyto hodnoty opraviiuji k domnénce, ze kvality obou pfistroji se vyznamné

nelisi.
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(zadani 0041.xls)
Z vyroby automatu vyrabégjiciho urcité zbozi byly vzaty v riznych dobach dva vzorky o
rozsahu n; = ny = 5, s praméry my = 20,096, m, = 20,084, rozptyly s;* = 0,0013, s,° = 0,0004.

Zjistéte, zda béhem uvedené doby zlstal automat stejné sefizen.

(zadani 0041.xls)

Jsou dany vysledky méteni 1000 soucastek se zaokrouhlenim na 0,5 mm cetnostni tabulkou:

i1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Xi 98 1985 99 99,5 100 100,55 101 101,5 102 1025

fi 21| 47 |87 158 181 201 142 97 41 25

Oveéftte, zda ziskana pozorovani jsou v souhlase s predpokladem, Ze méfend veliCina ma

normalni rozlozeni.

(zadani 0041.xls)
P11 30 hodech hraci kostkou padla Sestka ctytikrat, pti dalSich 40 hodech sedmkrat.

Rozhodnéte na 1% hladin€ vyznamnosti, zda je rozdil v poctu padnuvsich Sestek statisticky

vyznamny.

(zadani 0041.xls)
Zjistéte, zda hraci kostka je spravnd, zda tedy dava vSem ¢islim stejnou nadéji, na zakladé

300 hodt s témito vysledky:

i1 12,3 4 5 6

fi |64 5541 53 40 47

(zadani 0041.xIs)

Z 10 tsekt rudného dolu bylo pro zjisténi primérné kovnatosti tézenych hornin odebrano po

jednom vzorku o vaze 1t.

usek 1 /2 3 4,5 |6 7 89 10

kovnatost 0,6 24 21 14 12 48 09 1,1 35 30

Ove¢ite hypotézu, Ze téZend kovnatost se nelisi vyznamné od planované kovnatosti 2,7%
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(zadani 0041.xls)

Pti vypoctu zasob u Sn-rudy byly zjistény skodlivé ptimési W, S, Bi, As. Obsah téchto
primési je bedlivé sledovan, nebot’ jejich zvySeny obsah nad ptipustnou hranici mé vliv na
naklady upravarenského a hutnického procesu a tim na cenu loziska.

U 10 analyzovanych vzorkl vykazal jeden vzorek hodnotu 0,9 nad pfipustnou mez 0,5 %.

Ovéite, zda je nutno tuto hodnotu vyloudit.

vzorek 1 2 3 4 5 6 7 89 10

analyza As 1 0,2 04 /00 09 03 01 00 02 02 0,1

(0040.xIs)

Blok dat byl vygenerovan generatorem ndhodnych cisel rovnomérné rozloZenych. Posud’te
rovnomeérnost rozlozeni sestrojenim histogramu souboru dat a vypoctéte stitedni hodnotu a
rozptyl tohoto souboru.

Povazujte kazdy fadek defini¢ni tabulky dat za vybér z tohoto souboru, uréete u kazdého
vybéru stiedni hodnotu.

Urcete 1 stfedni hodnotu a rozptyl souboru téchto vybérovych praméra. Pro tento soubor

zkonstruujte také histogram.

(zadani 0044.xls)
Pro statisticky soubor dany v tabulce urcete zékladni statistické charakteristiky a ovéite, zda

mohl byt vybran ze zdkladniho souboru normaln¢ rozlozeného.

53,0 79,7 71,4 840 74,7 764 687 589 876 964 @603
828 70,3 493|991 757 592 733 579 /87,1 46,7 100,7
67,7 42,8 49,0 63,0 90,0 46,6 659 | 43,8 864 803 573
45,5 52,7 /69,9 | 680 659 621 871 708 853 681 | 634
735 626 77,4 763 451 619 835 | 456 888 474 69,6
86,8 811 574 675 864 711 876 | 46,1 71,3 746 @ 90,3
104,9 | 67,2 | 79,3 | 67,3 | 77,5438 | 82,3 | 442 | 990 694 | 581

75,6 58,8 66,9 96,6 659 681 87,7 823 86,1 858 58,6
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87,2 /51,1 76,6 396 855 416 426 705 419 101,8 728

794 46,1 904 782 76,8 631 54,7 832 53,0 580 @ 60,7

48,8 74,1 61,4 436 820 70,7 604 61,7 704 56,9 @ 61,3

519 864 738 836 622 767 655 466 428 256 @794

438 96,2 412 824 838 51,2 481 403 76,1 69,0 589

64,7 62,1 804 687 71,2 472 645 842 673 46,7 63,0

66,2 748 746 724 624 638 604 46,7 48,0 42,1 689

758 69,7 795 565 44,6 957 84,7 439 451 99,6 @411

554 355 571 797 66,4 796 806 598 810 743 83,6

82,5 47,2 63,7 692 66,7 889 775 680 655 76,2 627

951 652 722 90,7 625 483 726 665 70,4 59,5 80,0

615 82,7 941 4277 628 656 656 1014 63,7 58,7 @ 44,7

84,6 59,7 539 783 896 865 443 740 464 734 97,8

59,0 55,6 41,1 1012 90,8 60,8  117,2 68,2 67,2 821 @ 84,6

40,3 68,0 711 68,7 76,6 740 704 61,1 510 453 794

819 719 538 697 905 495 822 622 545 641 @ 475

67,0 373 76,5 432 602 500 79,7 946 853 448 918

(0045.xls)

Na stavbu byly dovezeny cihly ze tfi cihelen a slozeny na spole¢né skladce. Jejich mnoZstvi
jsou v poméru 1:2:2. Cihly vyrobené jednotlivymi cihelnami vyhovi pfedepsanym normam
jakosti s pravdépodobnosti rovnou postupné 0,80, 0,65, 0,72. Ze skladky cihel nahodné
vybereme jeden kus, abychom laboratorné zjistili, zda splituje pfedepsané pozadavky. Jaka je

pravdépodobnost toho, Ze cihla bude mit pfedepsanou kvalitu?
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(0046 XIs)

K zvyseni spolehlivosti zatizeni je blok a zdvojen (paralelni zapojeni podle obrazku).

xl

a) Kdyz spolehlivost bloku a je p, urcete pravdépodobnost P celého zafizeni a porovnejte se
zatizenim s jednim blokem. Proved’te pro rtizné hodnoty p.
b) Reste zvyseni spolehlivosti zafizeni paralelnim zapojenim n bloki a.

¢) Kolik je tieba zapojit blokt a, aby spolehlivost celého zatizeni byla P;?

(0048.xls)

V mésté byl po dobu 60 dnti evidovan pocet dopravnich nehod v pribehu kazdého dne a
podle po¢tu nehod v jednom dni vytvotfena nasledujici tabulka. Pro po¢et nehod v jednom dni
jako ndhodnou proménnou sestrojit zakon rozlozeni, stfedni hodnotu a disperzi a ostatni

momentové charakteristiky.

pocet nehod / den 0 1/2 3456

pocet dnti s uvedenym po¢temnehod |4 |28 110 |7 |6 |4 |1

(0049.xlIs) (experimentalni feSeni viz 0073.xIs)

Vysledkem nahodného pokusu je ndhodna veli¢ina, nabyvajici hodnot 1/n s

pravdépodobnostmi nepiimo tmérnymi 3". Uréete stfedni hodnotu a rozptyl této veli¢iny.

(0050.xls - FfeSeni na listé 2)

Urcete charakteristiky dvojrozmérnych souborti véetné vhodné regresni funkce.

X| 7 1 11 11 | 7 11 3 1 2 21 1 11 10

y 78,5|74,3104,3 87,6 1959 109,2 102,7 72,7 93,1|115,9 83,8 113,3 109,4

(0050.xls - feSeni na listé 3)

X 5 9,6 16,0 196 24,4 29,8 344

y 260|201 134 108 094 1,06 1,25
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(zadani 0050.xIs)

x 00 05 10 15 20 25 30

y 0017 31 3839 38 30

(zadani 0050.xls)
x| 55 65 75 85 | 95 105 115 125 135 145
y 1,74 2,02 212 205 217 247 24 248 25 239

X - délka stény v rubani

y - produktivita

(zadani 0050.xls)
x 1 0,030 0,030 0,032 0,040 0,046 0,048 | 0,050
y 290 295 290 310 320 315 323

X - obsah siry v oceli(% S)

y - pevnost oceli v tahu (kg/mm?)

(zadani 0050.xls)

X 65 66 67 68 69 70 71 72 73 74

y 692 701 71,0 718 72,7 73,6 745 754 762 771

7 76 | 77 | 78 | 79 | 80 | 81 8 | 83 | 84 | 85

78,0 789 79,8 80,6 | 815 824 833 84,2 850 859 868

X - vynos laboratorné stanovené neprchavé hotlaviny

Yy - provozni vynos koksu
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(zadani 0050.xls)

obsah uhliku
90,5 | 89,0 | 886 | 91,3 | 90,0 | 87,5 | 86,8
v uhli
soucinitel
] 11,201 1,032 1,032 | 1,037 | 0,663 0,537 | 0,512
melitelnosti

86,0 846 846 888 870 867 839 876 847

0,451 0,360 ' 0,340 0,840 0,603 0,410 0,439 0,375 0,426

(zadani 0050.xls)

X 349 344 285 23,7 19,6 243 29,2 27,1 325 333 342 284

y 693 69,7 749 791 828 786 743 76,2 71,4 70,7 69,9 75,0

29,3 17,3 22,2 249 27,6 294 198 245 29,8 26,2

74,2 84,8 805 78,0 757 741 826 784 738 76,9

X - obsah prchavé hoflaviny v hotlaving uhli (% hmotnosti)

Yy - provozni vynos koksu (% hmotnosti)

(zadani 0050.xls)
X 18,45 23,86 24,77 |13,36 114,84 29,37 |28,79 132,99 32,11 |34,57 | 25,74 |28,17 32,21 1,59 33,07 34,11

y| 1,84 187 1,96 | 2,06 |303 3,04 3,11 514 6,22 6,44 | 3,46 | 461 4,56 577573 | 8,85

X - obsah prchavé hoflaviny v uhli

y- soucinitel melitelnosti

(zadani 0050.xIs)

x 0,803 | 0,874 | 0,782 | 1,050 | 1,050 | 1,120 | 0,996 | 0,867 | 0,844 | 0,965
y. | 67,7 | 724 1 63,2 | 828 | 816 | 833 | 64,2 A 66,5 | 44,5 | 70,7

y. | 12,8 | 8,0 91 5,8 55 5,3 84 | 11,4 | 106 | 11,3
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X - koksotvorny faktor G
y1 - pevnostni ukazatel koksu M 40
Y2 - pevnostni ukazatel koksu M 10

(zadani 0050.xIs)

C%® 05 90,54 89,03 88,61 91,33 90,03 87,52 86,80 86,02
viafon 18,45 | 23,86 24,77 | 13,36 14,84 29,37 28,79 32,99

A 1,84 1,87 19 206 303 304 311 5,14

84,55 84,55 88,82 86,98 86,68 83,89 87,61 84,71
32,11 31,57 | 25,74 | 28,17 | 32,21 31,59 33,07 34,11

6,22 | 6,44 3,46 4,61 456 577 573 8,85

C - obsah uhliku v uhli
V - mnozstvi prchavé hotlaviny v uhli

A - prace potfebna k drceni uhli

(zadani 0050.xls)
x| 1,224 1233 1,251 1,261 1,218 1,233 1,253 1,261 1,221 1,236 1,250 1,263
y 045 089 144 198 042 095 146 200 043 093 145 1,99

X - A - vynaloZena prace na drceni uhli

Yy - obsah podsitného D 88 (pod 88 pum)
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(zadani 0050.xls)

X154 133 58 145 94 113 86 121 119 112 85 41 96 45 47
y 178 164 75 161 107 141 97 127 138 125 97 72 113 89 61
z 59 63 36 62 48 64 44 57 62 51 45 45 51 41 36
x99 51 101 169 87 88 83 106 92 85 112 98 103 99 @ 68
y 109 95 114 209 101 139 98 111 104 103 118 102 108 119 85
z 49 46 63 73 55 65 46 58 45 46 55 48 50 60 38
x 1104 107 98 97 105 71 39 122 33 78 114 125 73 |77 137
y | 128 118 140 115 101 93 69 147 52 117 138 149 76 @ 85 142
z 41 65 40 66 55 43 30 55 25 56 62 63 32 43 61
X 44 92 141 155 136 82 136 72 | 66 @ 42 113 42 133 153 85
y| 69 116 157 193 155 81 163 79 81 61 123 85 147 179 91

z 32 48 54 60 65 41 85 43 40 29 49 36 52 72 48

vlastnosti oceli:
X - mez tahu (kp/mm?)
y - pevnost v lomu (kp/mm?)

Z - mez pruznosti (kp/mm?)

(0051.xls)
Udaje o prodeji chladnigek uréitého typu za roky 1971 - 1985 vyrovnejte logistickou kiivkou.

rok | 1971 11972 | 1973 | 1974 11975 | 1976 | 1977 | 1978 1 1979 | 1980 | 1981 | 1982 | 1983 | 1984 | 1985

y | 25 | 50 | 90 | 180 | 280 | 800 | 1460 2700 4800 7600 11100 14200 16800 17600 18400

(zadani 0052.xIs)

Urcete zakladni charakteristiky nasledujicich ¢asovych tad

rok 1980 | 1981 | 1982 | 1983 | 1984 | 1985

vyroba plynu (m®) | 1286 A 1363 1393 | 1495 1571 | 1610
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(zadani 0052.xls)

mésic (1985) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

planovana
ba () 41000 | 40000 | 43000 | 44000 44000 | 42000 40000 | 40000 ' 42000 | 44000 | 45000 | 45000
tézba (t
skute¢na tézba
® 42605 | 38690 1 45694 1 43122 39526 | 39636 37765 | 35813 142265 49711 49089 47030

(zadani 0052.xls)

rok | 1977 | 1978 1979 | 1980 1981 1982 1983 1984 1985

y 375 393 414 429 451 472 496 512 534

y - velikost vyroby membranovych filtrii (v tisicich kust)
Ptredpokladejte, Ze neni dosud zndma hodnota vyroby v roce 1985. Zkuste na zékladé

ptedeslych vysledkt odhadnout tuto hodnotu extrapolaci vhodné regresni funkce.

(zadani 0052.xls)

rok 1975 | 1976 | 1977 1978 1979 | 1980 1981 1982 1983 1984 @ 1985

vyroba el. energie
(tis. KWh)

67 75 83 93 103 116 124 13,6 150 16,6

(zadani 0052.xls)
rok 1968|1969 |1970 1971 1972 1973 1974 1975 | 1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982 1983 1984 1985

spotieba
mrazenych jidel | 133 | 155 | 195 | 361 | 310 | 373 | 618 |1108 1263|1600 2172 2563 3202 3892 3964 |4600|5100 5461
(ve 100 kg)

(0053.xlIs) (zadani 0052.xls)

rok 1974 11975 /11976 1 1977 1978 11979 | 1980 | 1981 | 1982 | 1983 | 1984 | 1985

vyrobeno
2986 | 5010 7355 7532 8473 8910 10021 10479 10523 10754 10950 11121

traktoru

(modifikovana trendova exponencidlni kiivka)
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(zadani 0052.xls)

Primérny vék nevést a Zzenichi  (zdroj: CSU)
rok | 1991 1993 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001
muzi | 24,7 | 254 | 26,7 | 27,1 | 27,6 1 28,1 28,5 28,8 29,0

zeny 22,2 23,2 24,6 249 | 254 257 26,2 26,4 269

(zadani 0052.xls)
rok | 1990 | 1991 | 1992 | 1993 | 1994 | 1995 | 1996 | 1997 | 1998 | 1999 | 2000 | 2001 | 2002
pocet

svateb 90953 | 71937 | 74060 66033 58440 54956 53896 57804 55027 53523 55321 |52374 53732
v CR

(zadani 0054.xls)
Byly méteny dvé vlastnosti litiny sig a sig2 a provedena chemické analyza slozeni vzorkii.

Posud'te, ktera slozka nejvice ovliviiuje sledované vlastnosti a zméite jejich ptinos.
C Zr Ti sig sig2
0,0267 | 0,2491 0,1639 62,4691 | 79,5995
0,0597 | 0,1488 0,3083 73,8822 73,5017
0,0628 | 0,1716 0,2375 78,8197 | 79,2880
0,0018 | 0,0546 0,2608 71,3198 | 57,5080
0,0368 | 0,1576 | 0,3656 | 82,0695 | 71,5656
0,0016 | 0,2485 10,3572 | 86,7472 | 91,7285
0,0739 | 0,2696 | 0,2674 | 102,3706 | 90,6495
0,0042 10,0019 | 0,2555 | 99,2234 | 96,7699
0,0599 | 0,2473 | 0,2900 | 76,3294 | 77,1619

0,0479 | 0,1543 | 0,2945 | 85,4812 | 66,5626
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0,0768 | 0,1453 0,2011 @ 69,6071 | 90,7690

0,0398  0,1691 0,3133 @ 95,2214 66,3793

0,0547 10,0805 0,1749 @ 77,3614 71,0235

0,0368 | 0,0706 0,3869 81,4018 69,2754

0,0422 10,1075 0,2395 78,0598 | 70,4878

0,0679 10,2158 0,2767 1 100,3271 85,4372

0,0152 10,0992 0,2968 @ 85,2486 | 96,3644

0,0457 10,0398 0,3037 @ 84,1396 74,3663

0,0582 10,1008 0,3421 92,9368 | 68,9465

0,0535 10,1124 0,2936 @ 70,9373 | 84,7529

0,0815 10,1820 0,2376 @ 80,1945 62,6996

0,0415 0,2731 0,1672 @ 89,4634 | 71,4948

0,0412 10,1894 0,1887 @ 79,2855 | 79,3510

0,0246 10,1708 0,3360 67,3449 73,1299

0,0152 ' 0,1265 0,2675 67,4148 | 63,5108
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(0055.xls)

Posud’te vliv jednotlivych vybranych ukazatelii parnich elektraren v roce 1984 na mérné

néaklady elektraren. Ulohu fesSte vicendsobnou line4rni reresni analyzou.

vyuziti pohotového .
mérné naklady | poruchy cena paliva | mérna spotieba
elektrarna vykonu
(K&/MWh) (%) . . (Ke/GI) (GJ/IMWh)
(tisice hodin)
y X1 Xo X3 Xa

Mélnik 2 249 0,95 6,86 14,01 12,92
Pocerady 1 203 2,27 7,56 12,06 11,74
Chvaletice 256 2,34 6,79 15,03 11,74
Détmarovice 306 4,34 7,25 17,38 11,7
Tusimice 1 227 2,22 6,58 10,28 12,49
TusSimice 2 213 2,62 7,35 10,12 12,13
Prunérov 1 349 5,18 6,66 11,26 13,49
Prunétov 2 210 4,24 7,47 11,53 11,15

(0056.xIs)

Urcete linearni regresni funkci pro data (X, y) v tabulce. Pokuste se tento linearni model
vylepsit pro Ucely extrapolace pro vétsi hodnoty X tim, Ze zavedete vahy jednotlivych bodi

(body s vétsi x-ovou soutradnici maji vétsi vahu).

Xx1112/3/45

y 1.3 4 45

(0057 .xIs)

Otestujte, zda u dvojrozmérné veli¢iny dané v tabulce mize jit o linearni zavislost.

x/00/05/10/15/20 25|30

y| 0017313839 38|30
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(0075.xls)
Sledujte prubéh funkce binomického rozlozeni nahodné veli¢iny.

Srovnejte s pritbéhem vhodné funkce Poissonova a normalniho rozlozeni.

(zadani 0076.xls)
Pti stavbé betonové konstrukce bylo odebrano 100 vzorki betonové smési. Po 28 dnech

(stanoveno normou) vykézaly zkusebni kostky tuto krychelnou pevnost (kp/cm?):

270 | 247 214 1249 282 309 272 250 219 226
270 1323 | 254 277 256 260 238 231 251 310
272 1221 189 295 182 | 267 270 253 222 225
206 | 303 253 256 281 232 230 186 200 252
222 1279 1256 229 316 275 216 245 197 266
265 | 241 296 176 273 | 245 310 224 252 276
198 232 238 256 286 291 257 232 236 256
277 287 1225 196 291 268 266 243 263 247
263 | 237 1260 281 282 259 230 210 240 242

235 305 297 269 244 262 238 260 246 262

Vypoctéte vybérové charakteristiky a rozhodnéte, zda vzorek pochazi ze souboru normalné

rozloZeného.

Ve stiedoskolskych uéebnicich z riznych predméta (Cj, D, Bi, F) byly sledovany poéty vét ve
vétnych celcich. Vysledky v tabulce:

pocet

vt

Cj 753 421 163 70 39 3 2 0 0 1
D 1459 978 355 71 12 51 1 0 O
Bi 1317 718 (206 36 121 2 0 0 O

F 11604 11289 | 583 124 |32 |7 |42 0 0
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Zpracujte tyto udaje statisticky a zformulujte otdzky, na které by mohla odpovédeét statisticka

indukce.

(0077.xIs)

Pii seskoku parasutisty byla méfena zavislost mezi rychlosti v a tlakem p na povrch padaku.

Vysledky vyrovnejte parabolou p = a + b.v2.

v
2,40 3,50 5,00 6,89 | 10,00
m/s
P 0,0141 10,0281 | 0,0562 0,1125 | 0,2250
0,1 mPa

-----

lidovych a pomérnou etnosti piestupki kradeze, jako méfitka kriminality téchto vrstev
(citace: Prof. Dr. Cyril Horagek ml.: Uvod do studia statistiky, Nakladem Spolku
ceskoslovenskych pravnika "Vsehrd" 1932)

rok 18821883 1884 |1885 1886 1887 | 1888 | 1889 1890 1891 |1892 1893 | 1894 1895 1896 1897 1898

cena Zita

v markach 180 1 164 | 154 | 152 | 143 1 143 | 157 | 170 | 182 215 185 | 141 | 122 1134 | 138 | 154 | 171
za 100 kg
pocet piestupkll

kradeze

na 100 000

obyvatel

250 | 239 | 230 | 210 | 210 | 196 | 190 | 210 | 205 | 215 | 234 | 200 | 196 | 191 | 181 | 188 | 194

(0078.xls - studentska prace s pfipominkami ucitele)
Pro vyrobu dratu se pouzivaji tfi jakosti vstupni suroviny. V laboratofi byly naméteny
pevnosti (v MPa) jiz vyrobeného dratu. Posud’te vyznamnost rozdili a vybérovych priméra

mezi jednotlivymi jakostmi. (Data viz citovany sesit excelu.)
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(0079.xls - studentska prace)
Posud’te vliv jednotlivych prvkli na mnozstvi pretrhit béhem tazeni dratu pro rtizné jakosti

valcovaného dratu (A-G).

Ptetrhy .
%C | %Mn | %Si %P
(1/100t)

A 80 0,05 0,15 0,45 0,004
B 75 0,08 0,2 0,33 0,002
C 78 0,07 0,11 0,32 0,002
D 65 0,04 0,12 0,36 0,003
E 45 0,03 0,13 0,35 0,004
F 72 0,08 0,15 0,35 0,005

G 75 0,07 0,19 0,45 0,007

(0081.xls - studentska prace)
Pocet obyvatel k 1.7.1994 podle véku

vékova
) 1-4 5-9 10-14 | 15-19 = 20-24 | 25-29 @ 30-34 @ 35-39
skupina

muzi | 57 969 256 287 | 333 344 366 536 458 571 407 149 350 709 335273 | 369 257

zeny |55074 243050 317880 348862 439712 388419 335923 322958 362 492

40-44 | 45-49 | 50-54 | 55-59 | 60-64 | 65-69 | 70-74 | 75-79 | 80-84 85+
408 768 | 398 013 | 306 376 | 229 692 | 232 719 | 203 940 | 158 759 | 63 820 | 58 945 | 25 281

406 847 | 403 006 | 319 460 | 254 288 | 276 623 | 276 810 | 249 295 | 115111 | 126 213 | 72 731
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Pocet obyvatel k 1.7.1994 podle regiont

region  PRAHA | StC JhC ZpC SvC VchC Jhm SvM
muzi | 573079 | 540437 343788 421603 575362 602933 1000207 963999

zeny | 643489 568 256 | 356 900 440 355 602 790 634 474 | 1058852 1009 638

(Zkuste vytézit z téchto dat vice, nez nabizi feseni v sesité 0081.xls.)

V karetni hfe SRDCE, kterou nabizi OS Windows, hraje uzivatel pocitace (hra¢ A) proti tfem
soupeiim, ktefi reprezentuji pocitac (hraci PC1, PC2, PC3).

Po 150 partiich (partie konci,, kdyz asponi jeden hra¢ ziska aspon 100 trestnych bodu, vitézi
pak ten, kdo ziska nejméné trestnych bodi) bylo zjiSténo, ze

a) pocCet vyhranych partii je pro jednotlivé hrac¢e dan vektorem v = (A, PC1, PC2, PC3) = (51,
31, 32, 36),

b) soucet ziskanych trestnych bodu je dan vektorem b = (A, PC1, PC2, PC3) = (10285, 11
531, 11708, 11 312).

Vyjadrete se k urovni hry hrace A vzhledem ke hie jeho soupeit PC1, PC2, PC3.

(zadani 0082.xls)

Jsou znamy bodové vysledky zkouskového testu u Ctyt stejné€ pocetnych skupin studentt:

interval hodnot ziskanych bodi

skupina
dp 20-29 |30-39 40-49 50-59 60-69 |70-79 |80-89 90-99 |100-109 110-119 120-129 130-139 140-149 150-159 160-169
studentt

1 1 4 6 8 10 16 18 16 10 8 6 4 1 0 0
2 0|2 5 10 16 |17 18 12 10 7 5 3 1 1 1
3 0 |0 12 12 12 |12 12 12 | 12 12 12 0 0 0 0
4 0|0 0 34|12 6 4 6 | 12 34 0 0 0 0 0

Urcete zakladni statistické ukazatele pro kazdou skupinu studenti.

(viz citovana literatura Hanousek, Chamrada, str. 38n.)
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Zkouskami bylo zjisténo, ze stfedni doba zivotnosti urcitého typu elektronek je 1250 hodin.

Doba zivotnosti se fidi exponencidlnim rozdélenim.

a) Jaka je pravdépodobnost, ze nahodné vybrana elektronka bude mit Zivotnost kratsi nez 500
hodin?

b) Jaka je pravdépodobnost, Ze nahodné vybrana elektronka bude mit Zivotnost del§i nez 2000
hodin?

c) Jaka je pravdépodobnost, Zze nahodné vybrana elektronka nebude mit vétsi odchylku od

sttedni doby Zivotnosti nez 100 hodin?
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